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CAPITULO 1
Resumen

En esta tesis trabajamos principalmente con grupos paratopolégicos. Algunos resultados
son validos para grupos con estructuras topolégicas mas débiles, en esos casos enunciamos
las proposiciones para esas estructuras.

Un grupo paratopolégico (G, T) consiste en un grupo abstracto G junto con una topologia
T que hace continua a la multiplicacién de GG. Si ademés la inversiéon en G es continua,
entonces (G, T) es un grupo topolégico.

Una parte de esta tesis esta dedicada al estudio de las cerraduras de subgrupos en grupos
paratopolégicos. Llamaremos grupos-SP a los grupos con una topologia tales que la
cerradura de cualquier subgrupo es nuevamente un subgrupo. El capitulo 3 trata sobre
los grupos-SP. Un grupo con una topologia es semitopolégico si todas las traslaciones
izquierdas y derechas son continuas. Un grupo G con una topologia es precompacto si
para cada vecindad abierta del neutro de G existe un subconjunto finito F' de G tal
que UF = G = FU. Si todos los subgrupos ciclicos de un grupo semitopolégico G' son
precompactos entonces G' es un grupo-SP.

En la seccién 3.3 probamos que bajo ciertas condiciones, la topologia de un grupo
paratopoldgico abeliano puede ser refinada de tal manera que el grupo con la nueva
topologia es nuevamente un grupo paratopolégico que no es un grupo-SP (ver proposi-
ciones 3.3.2 y 3.3.3, y corolario 3.3.4). De hecho, se refina la topologia de un grupo
paratopolégico G dado declarando abierto un ‘tnico’ subsemigrupo del grupo. En la
secci6én 3.4 presentamos cuatro ejemplos que aparecen en [15], en cada uno de los cuales
se refina la topologia usual del grupo del circulo. En cada caso verificamos si el grupo
paratopoldgico obtenido con el refinamiento es un grupo-SP.

En el capitulo 4 trabajamos con los grupos casi topoldgicos, cuya definicion se encuentra
en el sumario de definiciones. Probamos que la clase de los grupos casi topoldgicos es
cerrada bajo cocientes y al tomar subgrupos, y no es cerrada al tomar productos.

Un grupo paratopolégico G es saturado si para cualquier vecindad U del neutro de G el
conjunto U~ tiene interior no vacio. Demostramos que cualquier producto II de grupos
casi topoldgicos es un grupo-SP y que cualquier subgrupo de II es saturado.

Para algunas propiedades topolégigas P probamos que un grupo casi topoldgico G tiene
P si y sélo si el grupo topoldgico G subyacente en GG también tiene P, ver el parrafo que

sigue a la definicién 4.1.1. Las propiedades en cuestién son la precompacidad, la propiedad
de Baire, el indice de estrechez, la celularidad, la densidad y el m-peso.

Un espacio topolégico X con una topologia es tenuemente compacto si cada familia
localmente finita de abiertos no vacios de X es finita. En el capitulo 5 probamos que
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2 1. RESUMEN

cualquier subconjunto Gs-denso de un grupo paratopoldgico tenuemente compacto es
tenuemente compacto. En particular, todo subgrupo Gs-denso de un grupo paratopolégico
tenuemente compacto es tenuemente compacto.

Un subconjunto C' de un espacio topolégico X es cerrado regular de X si C' = intC.
Un espacio X es perfectamente k-normal si cada conjunto cerrado regular de X es un
conjunto-cero de X. En la seccién 5.2 probamos que cualquier grupo paratopoldgico
tenuemente compacto es perfectamente k-normal.

Finalmente, en el capitulo 6 consideramos subconjuntos compactos de grupos paratopolo-
gicos y la accion de automorfismos internos sobre vecindades abiertas del neutro. Es sabido
que para un subconjunto compacto (incluso precompacto) B de un grupo topolégico G,
y una vecindad arbitraria U del neutro e de G, existe una vecindad V de e tal que
bVb~! C U, para cada b € B. En el ejemplo 6.2.1 probamos que esta propiedad no se
cumple en la clase de los grupos paratopoldgicos de Hausdorff.



CAPITULO 2
Introduccién

Sea G un grupo con una topologia. El grupo G es topoldgico izquierdo (topoldgico derecho)
si las traslaciones izquierdas (derechas) son continuas en G. Un grupo G que es a la vez
topolégico izquierdo y derecho es un grupo semitopologico. Si la multiplicacion en G es
continua, decimos que G es un grupo paratopolégico. Si ademas la inversion es continua
en (G, entonces G es un grupo topoldgico.

Diremos que un grupo GG con una topologia es un grupo-SP si la cerradura de cualquier
subgrupo de G es nuevamente un subgrupo de G. Todos los grupos topoldgicos son
grupos-SP. Esto ya no lo cumplen los grupos paratopolégicos, como se muestra en el
ejemplo 3.1.1 de este trabajo o en el ejemplo 4.17 de [2]. Una buena parte de esta tesis
esta relacionada con el estudio de la cerradura de subgrupos en un grupo paratopologico,
en particular todo el capitulo 3.

Un grupo G con una topologia es precompacto si para cada vecindad U del neutro existe
un subconjunto finito F' de G tal que FU = G = UF. Una condicién suficiente para
que un grupo semitopologico G sea un grupo-SP es que todos sus subgrupos ciclicos sean
precompactos izquierdos, esto lo demostramos en el corolario 3.2.6 de la seccién 3.2.

Si un grupo paratopolégico abeliano G tiene un subconjunto independiente K (ver
definicién 3.3.1 y parrafo que le sigue) de elementos de orden infinito que se acumulan en
el neutro de GG, entonces la topologia de GG puede ser refinada por una topologia de grupo
paratopolégico ¢ de tal forma que (G,0) no es un grupo-SP. En particular existe una
topologia o para el grupo aditivo R, més fina que la topologia usual, tal que (R, o) no es
un grupo-SP.

En su articulo [15], con fines distintos al estudio de las cerraduras de los subgrupos,
Ravsky define cuatro topologias que refinan a la topologia usual del grupo del circulo.
Con cada una de esas topologias verificamos si el grupo paratopolégico obtenido con el
refinamiento es un grupo-SP.

El capitulo 4 trata de los grupos casi topolégicos, definidos por el autor en [8]. La base
usual para la topologia de la recta de Sorgenfrey S, que es un grupo paratopoldgico, estéa
formada por todos los intervalos semi-abiertos de la forma [a, b), con a y b nimeros reales y
a < b. Siremovemos el extremo izquierdo de cualquiera de estos intervalos, obtenemos un
abierto bésico (a, b) del grupo topoldgico R con su topologia usual. Con esto en mente se
define la clase de los grupos casi topolégicos (definicién 4.1.1). En la seccién 4.2 probamos
que la clase de los grupos casi topoldgicos preserva cocientes, y antes, en el ejemplo 4.1.6
mostramos que el producto de dos grupos casi topoldgicos no es necesariamente un grupo
casi topoldgico. En el teorema 4.4.6 probamos que cualquier producto topolégico II de
grupos casi topolégicos es un grupo-SP, este resultado generaliza el resultado principal
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4 2. INTRODUCCION

de [18], en el cual se demuestra que cualquier potencia S* de la recta de Sorgenfrey es un
grupo-SP.

Un grupo paratopoldgico es saturado si para cada vecindad U del neutro de G el conjunto
U~ tiene interior no vacio. En la seccién 4.3 se prueba que cualquier subgrupo de un
producto de grupos casi topoldgicos es saturado. En la seccion 4.5 demostramos que
un grupo casi topolégico G es precompacto (o de Baire) si y sélo si el grupo topolégico
subyacente G tiene la misma propiedad (ver el parrafo que sigue a la definicién 4.1.1).
También se demuestra que los indices de estrechez de G y G coinciden.

El capitulo 5 trata de los grupos tenuemente compactos. Un espacio tenuemente compacto
es un espacio topoldgico en el cual cada familia localmente finita de conjuntos abiertos es
finita, un espacio topoldgico X de Tychonoff es pseudocompacto si cada funcion continua
f X — Rescontinua. En los espacios de Tychonoff los conceptos de pseudocompacidad y
compacidad tenue coinciden. Se sabe que cada grupo paratopolégico pseudocompacto (por
lo tanto de Tychonoff) es un grupo topolégico [16, teorema 2.6]. Este resultado también
es vélido para grupos paratopoldgicos regulares tenuemente compactos [1, teorema 1.7].
Sin embargo, un grupo paratopoldgico tenuemente compacto de Hausdorff puede no ser
un grupo topolégico, [15, ejemplo 3.

Un conjunto A de un espacio topolégico X es Gs-denso en X si la interseccion de
cualquier conjunto Gs no vacio de X con A es distinta del vacio. En la proposicion 5.1.10
demostramos que cualquier subespacio G5-denso de un grupo paratopolégico tenuemente
compacto es tenuemente compacto.

Un espacio X es perfectamente k-normal si cada subconjunto cerrado regular de X es
un conjunto-cero en X. En la proposicion 5.2.5 probamos que todo grupo paratopoldgico
tenuemente compacto es perfectamente x-normal.

Una pregunta natural es ;Bajo qué condiciones un grupo paratopolégico es un grupo
topoldgico? Un grupo semitopoldgico es un grupo junto con una topologia que hace con-
tinuas las traslaciones izquierdas y derechas. Los grupos paratopoldégicos son grupos
semitopoldgicos. En 1936, D. Montgomery [12], demostré que cada grupo semitopolégico
separable que es metrizable por una métrica completa es un grupo topolégico. Otro resul-
tado temprano de este tipo fue obtenido por R. Ellis en [7]. Ellis prob6 que cualquier grupo
semitopoldgico localmente compacto de Hausdorff es un grupo topoldgico. En 1960, W.
Zelazko demostré en [20] que cualquier grupo paratopolégico completamente metrizable
es un grupo topoldgico. En 1982, N. Brand [6] mostré que cada grupo paratopolégico
Cech-completo es un grupo topoldgico. Reznichenko probé en [16] que cada grupo
paratopoldgico pseudocompacto es un grupo topologico. Arhangel’skii y Reznichenko es-
tablecen en [1] algunas condiciones suficientes para que un grupo paratopolégico sea grupo
topoldgico, generalizando el resultado de [16]. En la proposicién 5.2.6 demostramos que si
cada subgrupo ciclico de un grupo paratopolégico tenuemente compacto G de Hausdorff
es precompacto, entonces G es un grupo topoldgico.

Un subconjunto A de un grupo paratopolégico G es invariante si para cada x € G se
tiene la igualdad z7'Ax = A. Un grupo paratopoldgico G es balanceado si tiene una
base local en el neutro consistente en conjuntos invariantes. Un subconjunto B de un
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grupo semitopoldgico G' es precompacto si para toda vecindad U del neutro de G existe
un subconjunto finito F' de G tal que B C FU y B C UF. En tal caso, el conjunto
F puede formarse con elementos de B. El siguiente lema [2, lema 3.7.8] se utiliza en la
demostracion de que todo grupo topoldgico precompacto es balanceado.

LEMA 2.0.1. Sea B un subconjunto precompacto de un grupo topolégico G. Entonces para
cada vecindad U del neutro e de G existe una vecindad V de e tal que para todo b € B se
cumple bVb=t C U. O

En el ejemplo 6.2.1 mostramos que este lema no se puede generalizar a la clase de los
grupos paratopolégicos de Hausdorff.

2.1. Preliminares

Esta seccion contiene notacion y algunos resultados conocidos que seran utilizados en este
trabajo.

Si X es un espacio topoldgico y A C X, la cerradura de A en X serd denotada como %6
A, también como clx A 6 clA. El interior de A serd denotado como inty A, 6 simplemente
intA. Dado un grupo G y un subconjunto T' no vacio de G, denotamos como (T') al
subgrupo de G generado por T'; si T' = {x}, escribimos (z) en lugar de ({z}). Si G es un
grupo y x € GG, denotamos como S, al menor subsemigrupo de G' que contiene a x (ver
definicién 2.1.6).

El simbolo w denota al primer cardinal infinito, N a los enteros positivos.

DEFINICION 2.1.1. Si G es un grupo con una topologia y g € G entonces las funciones
NG =GN (x)=gx ypy: G— G:py(x)=1xg son llamadas traslacion izquierda y
traslacion derecha de G por g, respectivamente.

DEFINICION 2.1.2. Un grupo G con una topologia es un grupo semitopolégico si todas las
traslaciones izquierdas y derechas de G son continuas.

PROPOSICION 2.1.3. Sea G un grupo semitopolégico. FEntonces todas las traslaciones,
derechas e 1zquierdas de G, son homeomorfismos.

DEMOSTRACION. Sea g € G un elemento arbitrario. Se tiene que A\jo A\j-1 = I y
Ag-1 0 Ay = Ig, donde I : G — G es la funcion identidad. De aqui se concluye que A,
es un homeomorfismo. Gomo g € G era un elemento arbitrario, concluimos que todas
las traslaciones izquierdas de GG son homeomorfismos. La prueba para las traslaciones
derechas es analoga. O

DEFINICION 2.1.4. Un espacio topolégico X es homogéneo si para cualquier par de puntos
x, y de X existe un homeomorfismo h: X — X tal que h(z) = y.

PROPOSICION 2.1.5. Sea G un grupo semitopoldgico. Entonces G es un espacio ho-
mogéneo.

DEMOSTRACION. Sean z,y € G. Por la proposicién 2.1.3 la traslacién izquierda
Ayz—1 : G = G es un homeomorfismo, y A\ ,-1(z) = . O
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DEFINICION 2.1.6. Un conjunto S distinto del vacio con una operacion binaria asociativa
0:5x8 =8 es llamado semigrupo. Un subconjunto S distinto del vacio de un grupo G
es llamado subsemigrupo de G si S es un semigrupo con la operacion de G restringida a

S.

PROPOSICION 2.1.7. Sea G un grupo semitopoldgico y H un subgrupo de G. Entonces H
es un subsemigrupo de G.

DEMOSTRACION. El conjunto H no es vacio por ser H un subgrupo de G. Sean
x,y € H, e el neutro de G y U € N(e). Probaremos que xyU N H # (). Por ser G
un grupo semitopoldgico, las traslaciones izquierdas son funciones abiertas, entonces el
conjunto yU es una vecindad abierta de y. Como y € H, existe h € yU N H. Se sigue
que xh € xyU. Como las traslaciones derechas son continuas, existe una vecindad abierta
V de x tal que Vh C xyU. Dado que z € Hy V € N(x), existe b’ € V N H. Entonces
Wh € Vh C zyU. Por ser H un subgrupo de G se tiene que h'h € H. De aqui que
xyU N H # (. Concluimos que zy € H. O

La siguiente proposicién es conocida y muy tutil. En ésta se establece que para definir
una topologia de grupo paratopoldgico en un grupo dado G, es suficiente definir una
familia de subconjuntos de G' que al cumplir ciertas condiciones serd una base local en el
neutro para una topologia de grupo paratopoldgico en GG. El enunciado original de esta
proposicién es para grupos topolégicos, puede verse su prueba en [2, proposicién 1.3.12],
y las condiciones que aparecen en ésta son llamadas por algunos autores condiciones de
Pontryagin [13].

PROPOSICION 2.1.8. Para un grupo paratopoldgico (G,T) cualquier base local B en el
neutro de G satisface las siguientes condiciones:

a) Para cualquier par de elementos U,V € B existe W € B tal que W CUNYV,
b) Dados U € B y x € U cualesquiera, existe V € B tal que 2V C U,

¢) Dado cualquier U € B existe V € B tal que V* C U,

d) Dados U € B y x € G cualesquiera, existe V € B tal que z='Vx C U.

Reciprocamente, si una familia no vacia B de subconjuntos de GG, cada uno de los cuales
contiene al neutro, satisface las condiciones (a)-(d) entonces cada una de las familias
C={2U:2€GUeByD={Uzxr:x€G,Ue€ B}

es base para una topologia T de grupo paratopologico en G para la cual B es una base local
en el neutro.

DEMOSTRACION. Supongamos que (G, 7) es un grupo paratopoldgico y B una base
local del neutro. Probamos que se cumplen las condiciones (a)-(d):

(a) Si U,V € B, el conjunto U NV es una vecindad abierta del neutro e de G. Por ser B
una base local en e, existe W € Btal que W CUNYV.

(b) Sean U € By x € U. El conjunto x7'U es una vecindad abierta de e, como la
multiplicacion en G es continua y B x B es una base de G x G, existe V € B tal que
V2 C 27'U. Esto implica que 2V C 2zV? C U.

(c) Si U es cualquier elemento en B, usando el mismo razonamiento que en (b) se prueba
que existe V € B tal que V2 C U.
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(d) Sean U € By z € G. Como las traslaciones en G son funciones abiertas y ¢ € zxUxz ™1,
2Uzx~! es una vecindad abierta de e en G. Por ser B una base local en e existe V' € B tal
que V C 2Uz~!. De aqui se concluye que x~'Vax C U.

Con esto queda demostrada la primera parte de la proposicién. Ahora supongamos que
B es una familia no vacia de subconjuntos de GG, cada uno de los cuales contiene a e, que
satisface las condiciones (a)-(d). Voy a probar que C = {zU : x € x,U € B} es base para
una topologia de grupo paratopoldgico en G.

Probaremos que C satisface las dos condiciones que debe cumplir una familia de subcon-
juntos de G para ser base de una topologia 7 en G:

(i) Sean zU,yV € C,con U,V € B,y z € zUNyV. Deaqui z7'2 € Uy y'2 € V. Por
la condicién (b), Existen Wi, W5 € B tales que 272 €e W, CU yy~ 'z € W, C V. Por la
condicién (a) existe W € B tal que W C Wy N W,. De aqui se sigue que z7'12W C U y
y LW CV,62W CaU vy 2zW CyV, de donde zW C 2U NyV. Por la definicién de C,
W eC.

(ii) Sea z € G. Como la familia B no es vacia, podemos elegir U € B. Por hipétesis el
neutro e pertenece a U, entonces x € xU, y xU € C. De aqui que C es una cubierta de G.

Por (i) y (ii), la familia C es base para una topologia 7 en G. Afirmamos que 7 es una
topologia de grupo paratopoldgico en GG. Para ello debemos probar que la multiplicacion
de G es continua:

Sean z,y,z € G y supongamos que zy = z. Una consecuencia de (b) es que cualquier
abierto de (G, 7) que contenga a un elemento arbitrario ¢ € G contiene a un abierto de
la forma tW € C, con W € B. Sea zW € C una vecindad abierta de z, con W € B.
Probaremos que existen U y V' en B tales que zUyV C zW. Como W € B, por (c) existe
V € B tal que V2 C W. Por (d) existe O € B tal que 27Oz C V. Tenemos entonces que
27102V = 27 '0zyV C V2 C W. De aqui que OxyV C zW. Nuevamente por (d) existe
U € B tal que zUx™! C O. Entonces zUyV = zUxl2yV C OzyV C zW. Como U y V
son elementos de B, se tiene que xU,yV € C. Con esto queda probada la continuidad de
la multiplicacién de G en (G, 7). Por lo tanto 7 es una topologia de grupo paratopolégico
en G.

Ahora probaremos que D es una base para la topologia 7. En cualquier grupo grupo
paratopoldgico las traslaciones derechas son funciones abiertas, ademés B es una base
local para e en (G, 7). Por lo tanto cada elemento de D es abierto en (G, 7). Consideremos
ahora un abierto bésico zU € C de (G, 7) y un elemento y € xU. Se tiene que 2~ 'y € U.
Por (b) existe W € B tal que z7'yW C U. De aqui que yW C zU. Por (d) existe
V € B tal que y~'Vy C W. Se tiene que Vy € D, ademés Vy = yy~Vy C yW C 2U.
Concluimos que D es una base para (G, 7). O

La proposicién correspondiente a la proposicion 2.1.8 en grupos topoldgicos requiere las
cuatro condiciones (a) — (d) junto con una nueva condicién:

e) Dado cualquier U € B existe V € B tal que V-1 C U.
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En algunas construcciones de este trabajo se usan refinamientos de topologias. Si 7y o
son dos topologias en un conjunto X, denotamos como 7 V ¢ a la menor topologia en X
que contiene a 7y a o. La siguiente proposicién aparece en [13]:

PROPOSICION 2.1.9. Sean 7 y o dos topologias de grupo paratopoldgico en un grupo
G, con bases locales B, y B, en el neutro e de G, respectivamente. FEntonces B =
{UNV:Ue€B,,VeB,} es una base local en e para la topologia de grupo paratopolico
TVoenG.



CAPITULO 3
Grupos-SP

3.1. Definiciones, notacion y terminologia

Sea G un grupo con una topologia. El grupo G es topoldgico izquierdo (topoldgico derecho)
si las traslaciones izquierdas (derechas) son continuas en G. Un grupo G que es a la vez
topoldgico izquierdo y derecho es un grupo semitopoldgico. Si la multiplicacion en G es
continua, decimos que G es un grupo paratopoldgico. Si ademas la inversién es continua
en (G, entonces G es un grupo topolégico.

Los grupos topoldgicos tienen la propiedad de que la cerradura de cualquier subgrupo es
nuevamente un subgrupo. Esta propiedad ya no la cumplen los grupos paratopolégicos,
como lo muestra este sencillo ejemplo:

EjEMPLO 3.1.1. Sea R el grupo aditivo de los numeros reales. La familia B =
{la,0) : a € R} es base para una topologia T de grupo paratopoldgico en R. Sea H el
subgrupo H = {0}. La cerradura de H en G = (R,7) es H = (—00,0], que no es un
subgrupo de G. O

El ejemplo 3.1.1 sélo satisface el axioma de separacién Tj. En la seccion 3.4 presentamos
varios ejemplos de grupos paratopoldgicos de Hausdorff los cuales no cumplen que la
cerradura de cada subgrupo sea necesariamente un subgrupo. El hecho de que los grupos
paratopolégicos no cumplen en general esta propiedad de la cerradura de los subgrupos,
que si cumplen los grupos topoldgicos, es lo que motiva la definicién de grupo-SP.

DEFINICION 3.1.2. Un grupo paratopoldgico G es un grupo-SP si la cerradura de cada
subgrupo de G es un subgrupo de G.

DEFINICION 3.1.3. Un grupo topoldgico izquierdo (derecho) G es precompacto izquierdo
(derecho) si para cada vecindad abierta U del neutro de G existe un subconjunto finito F
de G tal que FU = G (UF = G). Un grupo semitopolégico G es precompacto si es a la
vez precompacto izquierdo y derecho.

3.2. Precompacidad y grupos-SP

PROPOSICION 3.2.1. Sea G un grupo topoldgico izquierdo (derecho) tal que cada subgrupo
numerable de G es precompacto izquierdo (derecho). Entonces G es precompacto izquierdo
(derecho).

DEMOSTRACION. Supongamos que G no es precompacto izquierdo. Elegimos una
vecindad abierta U del neutro de G tal que FU # G para cada subconjunto finito F' de
G. Definimos una familia creciente numerable {C,}, ., de subgrupos numerables de G
como sigue: Sea Cy cualquier subgrupo numerable de G. Una vez definidos los subgrupos

9
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Coy...,Cy con Cy C --- C (), para cada conjunto finito F' C C), elegimos zp € G\FU.
Definimos Cpq1 = (Cp, U{zp : F C Cy, |F| <w}). Sea C' = J,, Cn- Como cada C,, es
numerable, el grupo C' es numerable. Por hipétesis C' es precompacto izquierdo, existe
entonces un conjunto finito F' C C' tal que F' (U N C) = C. Por otra parte, existe k € w tal
que F C Cy. Entonces zp ¢ FU D C, lo que contradice la definicién de C. Concluimos

que G precompacto izquierdo. O

COROLARIO 3.2.2. Sea G un grupo semitopologico tal que cada subgrupo numerable de G
es precompacto. Entonces G también es precompacto.

DEMOSTRACION. Por su definicién, los grupos semitopoldgicos son topolégicos izquier-
dos y derechos. O

Cabe mencionar que un subgrupo de un grupo paratopolégico precompacto puede no ser
precompacto. Un ejemplo de este hecho es el siguiente. Sea T, el grupo del circulo
con la topologia de Sorgenfrey, es decir, una base local para el neutro 1 de Ty estd
formada por los conjuntos U, = {e™ : 0 < x < 1/n}, con n € N. Entonces T,
es un grupo paratopoldgico conmutativo cero-dimensional (por lo tanto Tychonoff). El
grupo paratopolégico T? también es precompacto y contiene al subgrupo cerrado discreto
no numerable Ay = {(z,z7') : z € T,}. De aqui se sigue que el subgrupo A, no
es precompacto. Atun mas, cualquier grupo abeliano discreto puede sumergirse como
subgrupo de un grupo paratopolégico precompacto de Hausdorf [4, corolario 5.

Dado un elemento x de un grupo paratopoldgico G, denotamos como S, al subsemigrupo

2" :n € w) de G. Noétese que S, contiene al neutro e de G, pues por definicién 20 = e.
q z , P b

PROPOSICION 3.2.3. Supongamos que un grupo semitopoldgico G no es un grupo-SP.
Existe entonces un elemento x € G de orden infinito tal que el subsemigrupo S, es abierto
en el grupo ciclico (x).

DEMOSTRACION. Sea H un subgrupo de G tal que H no es subgrupo de G. Por ser
G un grupo semitopolégico, se sigue de la proposicién 2.1.7 que H es un subsemigrupo
de G . Como H no es subgrupo de G, existe un elemento y € H tal que y~! ¢ H. Es
claro que el subsemigrupo S, estd contenido en H. Como y~! ¢ H, el elemento y es de
orden infinito. Més atin, y™™ ¢ H, para cada n € N. Si denotamos al elemento y~! como
x, entonces S = (G\H) N (z) es abierto en (z) y S, = 27'S es abierto en (z). O

Decimos que un grupo G con una topologia es topologicamente periddico si para cada
x € G y para cada vecindad U del neutro de G existe n € N tal que 2" € U.

COROLARIO 3.2.4. Cada grupo semitopoldgico topologicamente periodico es un grupo-SP.

DEMOSTRACION. Supongamos que un grupo semitopolégico G' no es un grupo-SP.
Entonces por la proposicién 3.2.3, GG tiene un elemento x de orden infinito tal que el
subsemigrupo S, = {2" : n € w} es abierto en el grupo ciclico (x). Elegimos un conjunto
abierto U in G tal que U N (z) = S,. Entonces U contiene al neutro de G y y" ¢ U para
cada entero positivo n, donde y = z~!. Se sigue que el grupo G no es topolégicamente
periodico. O

El siguiente lema es conocido. Presentamos su demostracién para comodidad del lector.
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LEMA 3.2.5. Si todos los subgrupos ciclicos de un grupo semitopologico G son precom-
pactos, entonces G es un grupo topolégicamente periodico.

DEMOSTRACION. Si G no es topolégicamente peridico, podemos encontrar una vecin-
dad abierta U del neutro e de G y un elemento x € G distinto de e tal que 2" ¢ U, para
cada entero positivo n. En particular, el grupo ciclico (z) es infinito y el subsemigrupo
Sy, ={y":n € w}, donde y = z7!, es abierto en (y) = (x). Entonces F'S, # (y) para cada
subconjunto finito no vacio F' de (y). De hecho, si k = min{n € Z : y™ € F}, entonces
y" 1 ¢ FS,. Asi, el subgrupo (y) de G no es precompacto. O

Combinando el Corolario 3.2.4 con el Lema 3.2.5, obtenemos lo siguiente:

COROLARIO 3.2.6. Sea G un grupo semitopologico tal que cada subgrupo ciclico de G es
precompacto. Entonces G es un grupo-SP.

3.3. Resultados generales en grupos abelianos

En esta seccion presentamos algunos resultados sobre refinamientos de topologias de
grupos paratopoldgicos abelianos, en los cuales el grupo paratopoldgico obtenido con el
refinamiento no es un grupo-SP. Dado un grupo paratopoldgico G con topologia 7 y un
subsemigrupo S que contiene al neutro e de GG, se refina la topologia de GG de la siguiente
manera: Dada una base local B de e en G, la base en e para el refinamiento 7¢ de 7
es la familia Bg = {U NS : U € B}. Por la proposicién 1.2 de [13], 75 es una topologia
de grupo paratopolégico que refina a 7. Denotamos como Gg al grupo G junto con la
topologia 7. Esto es, Gg = (G, 75). Nétese que si G es primero numerable, el grupo Gg
también lo es.

DEFINICION 3.3.1. Un subconjunto no vacio K de un grupo aditivo abeliano G con neutro
Og es independiente si para cualquier combinacion lineal niky + - -+ + n,.k, = 0g se tiene
niky = --- =n.k. = 0q, donde nq,...,n, son enteros y ky,.... k. € K.

Si todos los elementos del conjunto independiente K de la definicién 3.3.1 son de orden
infinito, la igualdad niky + -+ +n.k, =0 con k; € Ky n; € Z, i = 1,...,1, implicara
queng =---=mn; = 0.

PROPOSICION 3.3.2. Sea (G, T) un grupo paratopoldgico abeliano primero numerable. Si
G contiene un subconjunto infinito independiente K de elementos de orden infinito que se
acumula en el neutro e de G, entonces Gs no es un grupo-SP para algin subsemigrupo
numerable S de G tal que e € S.

DEMOSTRACION. Sea x € K un elemento arbitrario y {U,}, ., una base local en e.
Como e es un punto de acumulacién del conjunto K, podemos elegir t,, € (K \ {z}) N U,,
para cada n € w, con t, # t,, si n # m. Sea S el subsemigrupo de G generado por
el subconjunto 7" = {e} U {t, : n € w}. Consideremos el grupo Gg. Como K es un
subconjunto independiente de G, se tiene la igualdad (z) N (T) = {e}. Sea h, =z + t,,
para cada n € w, y H = ({h, :n € w}). Se sigue de la definicién de H que v € H,
aqui la cerradura es tomada en el grupo Gg, pues sea U, NS una vecindad abierta
basica de e en Gg, entonces h, = x +t, € (x+ (U,NS)) N H. Ahora pruebo que
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—x ¢ H. Supongamos lo contrario, esto es, supongamos que, —r € H. Como S es
abierto en Gg, (—z+ S) N H # (. Como H es un subgrupo, —x + lit,, + -+ + lit,, =

kihpy + -+ + kjhy,, para algunos enteros positivos [y, ..., [;, algunos enteros ki, ..., k;
distintos de cero, ni,...,n; € w distintos y my,...,m; € w distintos. De aqui se sigue
que (=1 —ky — - —kj)x = kit + ... kjtm, — litn, — -+ = lity,. Como (z) N(T) = {e},
por una parte tenemos que —1 —k; —--- — k; = 0, de donde k; +--- + k; = —1. Por la
otra, la independencia de T'\ {e} implica que i = j y, después de re-enumerar el conjunto
{mq,...,m;}, n, = m,, para cada r = 1,...4. Asi, k, = [, paracadar = 1,...,7, de
donde cada k, es positivo, lo cual es una contradiccién. Concluimos que H no es un
subgrupo de Gg. O

En la siguiente proposicién presentamos condiciones suficientes en un subsemigrupo S de
un grupo paratopoldgico G conmutativo primero numerable para que el grupo Gg no sea
un grupo-SP.

Si T es un conjunto independiente de elementos de orden infinito en un grupo conmutativo
G con neutro e, cada elemento t € (T') distinto de e puede escribirse de manera inica como
t =kity+---+kpt,, con ky, ..., k, enteros distintos de cero y ¢y, ...,t, € T distintos. En
ese caso escribimos Expr(t) = ki + -+ + ky.

PROPOSICION 3.3.3. Sea (G, T) un grupo paratopolégico abeliano primero numerable con
elemento neutro e y S = S U{e} un subsemigrupo de G. Supongamos que

(1) existe un conjunto infinito independiente K C S de elementos de orden infinito
tal que e es un punto de acumulacion de K,

(2) eziste z* € G de orden infinito tal que (z*) N (S) = {e}, y

(3) siT=(K), yt€ TNS, entonces Expr(t) > 0.

Entonces el grupo paratopoldgico primero numerable Gg = (G, 7Ts) no es un grupo-SP.

DEMOSTRACION. Sea {V,}, ., una base local para e en (G,7). Para cada n € w
elegimos un elemento v, € V,, N K de tal manera que v, # v,, si n # m. Consideremos
el subgrupo H de G generado por el conjunto {z* + v, : n € w}. Como la familia
{Vi},e €8 una base local para e, tenemos que x* € H, aqui la cerradura es tomada en
Gs. Afirmamos que —z* ¢ H. Supongamos que no, es decir, que —z* € H. Como
S es una vecindad abierta de e en Gg, tenemos que (—z*+ S) N H # (. Entonces
—x* 4+ s =k (¢ +v,)+ -+ k(2" +v,,), para algunos s € S, ky,..., k; enteros, y
ni,...,n; € wdistintos. De aqui, (k; + -+ - + k; + 1) 2* = s—kjv,, — - -—k;v,, € (x*)N(S),
lo cual implica por (2) que k1+- - -+k;+1 = 0. Pero entonces s = kyv,, +- - -+k;v,, € SNT,
y Expr(s) < 0, lo que contradice (3). Entonces —a* ¢ H, y H no es un subgrupo de
Gs. O

COROLARIO 3.3.4. Existe una topologia primero numerable que contiene a la topologia
usual de R y que hace al grupo aditivo R un grupo paratopoldgico que no es grupo-SP.

DEMOSTRACION. El grupo aditivo R con la topologia usual es primero numerable.
Elegimos una base numerable {U, : n € w} de vecindades del 0 en R tal que U,;; C
U,, para cada n € w. Podemos definir por induccién un conjunto infinito K =
{z, :n € w} C R como sigue: Sea o € (R\ Q) N Uy. Una vez definidos los elementos
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Zg, ..., Ty, con x; € U; independientes, para cada ¢ = 1,...,n consideramos el conjunto
A, = Qg + -+ + Qx,. Como A, es numerable, podemos elegir un niimero irracional
Tpr1 € (R\ A,) NU,s1. Verificamos que el conjunto es independiente. Supongamos
que no, entonces existe una combinacién lineal kyz;, + --- + k,z;, = 0 de elementos de

K, con enteros ki,...,k, distintos de cero y iy < --- < i,, donde n > 1. FEntonces
kn_ . . ’
Ti, = — 1wy, — o — 2Ly € Quyy + -+ Quy,_, € A;,_,, una contradiccién. Asi, K
n n

es un conjunto independiente de elementos de elementos de orden infinito. Claramente 0
es un punto de acumulacién de K. Sea S el subsemigrupo de R generado por K \ {zo} y
x* = xg. Por la proposiciéon 3.3.3, el grupo paratopolégico Rg es primero numerable y no
es un grupo-SP. Por su definicién, la topologia de Rg es primero numerable y refina a la
topologia usual de R. 0

El cardcter del grupo (G, 7) en las proposiciones 3.3.2 y 3.3.3 es numerable. Con algunos
ajustes, estos resultados se pueden extender a grupos (G, 7) de cardcter arbitrario A > w.
Sélo necesitamos pedir que |K N U| > X para cada U € N (e), donde N (e) es una base
local de la identidad e en (G, 7).

3.4. Ejemplos

En el ejemplo 3 de su articulo [15], Ravsky introduce cuatro topologias distintas para el
grupo multiplicativo S' = {z € C : ||z|| = 1} del circulo. Con cada una de estas topologias,
verificamos si el grupo paratopolégico es (o0 no) un grupo-SP.

Aunque las pruebas en los primeros tres casos son muy parecidas, presentamos cada una
de las topologias definidas por Ravsky en un ejemplo distinto para comodidad del lector.

Antes de presentar los ejemplos, mostraremos la existencia de epimorfismos s : St — Q
de grupos. El grupo S! es isomorfo al grupo cociente R/Z, supongamos que h : S' — R/Z
es un isomorfismo de grupos. Los grupos aditivos R y Q son Q-espacios vectoriales.
Sea B una base de R considerado como QQ-espacio vectorial, tal que 1 € B. Cualquier
funcién f : B — Q induce una transformacién lineal 7y : R — Q. Sea F la familia
de todas las funciones no constantes f : B — Q tales que f(1) = 0. Dada cualquier
f € F, la transformacién lineal inducida T%, que en particular es un homomorfismo de
grupos, es suprayectiva y su ntcleo contiene a Z. El homomorfismo 7T induce a su vez un
homomorfismo sy : R/Z — Q suprayectivo, de donde sy o h : S* — Q es un epimorfismo
de grupos.

El grupo del circulo con la topologia usual 7 es denotado como T, esto es, T = (S*, 7
Una base local en el neutro e de T es la familia B = {B(e) : € > 0}, donde B.(e) =
{z € T :|arg(z)| < €}. Para cada elemento x de orden infinito en T, el grupo ciclico (x
es denso en T.

).
)

Sea s : S' — Q un epimorfismo de grupos.

Por ser Q libre de torsién y s un homomorfismo, se tiene que s (x) = 0 para cada elemento
x de orden finito en S*.

Para cada a € R, se definen
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T,={zeS":s(x)>a} yT? ={x €S": s(x) > a}.

Si 7 y o son dos topologias en un mismo conjunto X, denotamos como 7 V o a la
menor topologia en X que contiene a 7 U 0. Una base para 7 V o es la familia
B={UnNV:UertVeo}.

EJeEMPLO 3.4.1. La familia B} = {1, : a < 0} es una base local en e para una topologia
o1 de grupo paratopoldgico en S*. La familia B; = {S N B(e) : S € By, e > 0} es una base
local en e para el grupo paratopolégico Gy = (S',7V o1) de Hausdorff. Probamos que el
grupo Gy no es un grupo-SP.

DEMOSTRACION. Probamos primero que existen elementos z € S' de orden infinito
tales que s(x) = 0. Por ser s un epimorfismo y la cardinalidad de S! mds que numerable,
existe g, € Q tal que s7'(g,) no es numerable. Si g, = 0, necesariamente uno de
los elementos de s7'(0) es de orden infinito, pues la familia de elementos de orden
finito en S' es numerable. Si ¢, es distinto de 0, podemos considerar sin pérdida de
generalidad que ¢, es positivo. Por ser s un homomorfismo y Q libre de torsion, todos los
elementos de s7!(¢,) son de orden infinito. Elegimos un elemento z € s7!(q,) y definimos
R={yeS': (In € N)(y" = 2")}. El conjunto R es numerable, por ello podemos elegir
un elemento y € s7!(g,) \ R. Por ser s un homomorfismo se tiene que s (x) = 0, donde
x = zy . Afirmamos que el orden de x es infinito. De lo contrario, se tendria que
o(r) = n para algiin nimero natural n, por lo que 2" = 2"y~ = e, y 2" = 3", lo cual
es una contradiccion, pues por su definicién y ¢ R. Entonces el orden de x es infinito y
s(x) = 0. Sean z, y € G de orden infinito tales que s(z) = 0y s(y) > 0. Probaremos

que (x) no es un subgrupo de G;. Primero verificamos que y~* € ().

Por ser = de orden infinito, el conjunto y (z) es denso en T. Consideremos ahora una
vecindad bésica U = T, N B, (¢) € By de e en Gy. Como y (z) es denso en T, existe n € Z
tal que ya" € B.(e), y como s(yz") = s(y) > 0 > a, se tiene que yz™ € T,. Entonces
yr" € U, y 2™ = y~lya™ € y~'U, por lo cual y~'U N (x) # ) Como U era una vecindad
bésica arbitraria de e en Gy, se tiene que y~! € @

Ahora probamos que y ¢ (x). Elegimos a < 0 tal que s(y~') < a y cualquier ¢ > 0. Si
z €U =T,NDB(e), se tiene que s(yz) = s(y)+s(z) > —a+a = 0. Entonces yUN{x) = .

Por ello y ¢ (x). Concluimos que (z) no es un subgrupo de Gj. O

EJEMPLO 3.4.2. La familia By, = {TP} es una base local en e para una topologia de grupo
paratopoldgico oo en S'. La familia By = {T) N Bc(e) : € > 0} es una base local en e para
el grupo paratopoldgico Go = (S',7V 09) de Hausdorff. Probaremos que el grupo Gy no
es un grupo-SP.

DEMOSTRACION. Elegimos elementos z, y de orden infinito en Gy tales que s(z) =0

y s(y) > 0. Probamos que y~! € (z).

El conjunto y () es denso en T. Sea € > 0, y U = T N B.(e) una vecindad bésica de e en
Go. Como y (x) es denso en T, para algunan € Z, yz™ € B, (e), y como s(yz™) = s(y) > 0,
tenemos que yx™ € T¢. Asi yz" € U. Por ello 2" = y‘lyx”_e y~'U. Como U era una
vecindad bésica arbitraria de e en G5, concluimos que y~* € (x).
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Probaremos ahora que y ¢ (z). Consideremos cualquier € > 0. Si z € U = Tg N Bc(e),

entonces s(yz) = s(y) + s(z) > s(y) > 0. Asi yU N (z) = 0. Por ello y ¢ (z). Concluimos
que (z) no es un subgrupo de Gs. U

EJempLO 3.4.3. La familia By = {{e} UTy} es una base local en el neutro e para una
topologia o3 de grupo paratopoldgico en S*. La familia By = {({e} UTy) N B (e) : € > 0}
es una base local en e para el grupo paratopolégico Gz = (S',7V 03) de Hausdorff.
Probaremos que el grupo G3 no es un grupo-SP.

DEMOSTRACION. Elegimos elementos z, y de orden infinito en G3 tales que s(z) =0

y s(y) > 0. Probamos que y~' € (z).

El conjunto y (x) es densoen T. Sean € > 0y U = ({e} UTy)N B (e) una vecindad abierta
bésica de e en G3. Como y (x) es denso en T, para alguna n € Z se tiene que yz" € B (e),
y como s(yz") = s(y) > 0, se sigue que ya™ € Ty. Entonces yz" € U. Por ello
2" =y tya™ € y~'U. Como U era una vecindad abierta bésica de e en G5, tenemos que
y~' € (z). Por otra parte, consideremos cualquier € > 0. Si z € U = ({e} UTy) N B, (e),
entonces s(yz) = s(y) + s(z) > s(y) > 0. Asi yU N (z) = 0. Por ello y ¢ (x). Concluimos

que (z) no es un subgrupo de Gs. O

EJEMPLO 3.4.4. La familia By = {{e} UT, : a > 0} es una base local en el neutro e para
una topologia o4 de grupo paratopoldgico en S'. La familia By = {S N B.(e) : S € B},
€ > 0} es una base local en e para el grupo paratopolégico G4 = (S', 7V 04) de Hausdorff.
Probamos que el grupo G4 es un grupo-SP.

DEMOSTRACION. Primero demostraremos que si + € G4 es un elemento tal que

s(z) # 0, entonces (z) = Gy.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que s(x) > 0. Sean y € G4, a >0,¢> 0,y
definimos U = ({e} UT,) N B (e). Elegimos n € N tal que |s(y)| +a < ns(x) y y~'z" €
y~ ()N B (e). Como s(ya™) = s(y~ ') +ns(z) = —s(y)+ns(z) > —|s(y)|+ns(z) > qa,
se tiene que y~'z" € U. Asi 2" € yU. Porelloy € @ Como y es un elemento arbitrario
de Gy, concluimos que @ = Gy.

Ahora probamos que G4 es un grupo-SP. Sea H un subgrupo de G4. Si H tiene un
elemento x tal que s(z) # 0, entonces Gy = m C H, y por lo tanto, H = G4 es un
subgrupo de G4. Finalmente, si s(z) = 0 para cada x € H, demostraremos que H es
cerrado en Gy4. Sea y € (G4 \ H). Consideremos a > |s(y)| y cualquier ¢ > 0. Sea
U= ({e}UT,) N B, (e) y tomemos cualquier yu € yU. Si u = e entonces yu =y ¢ H.
Si u # e, entonces s(yu) = s(y) + s(u) > s(y) +a > —|s(y)| +a > 0, asi yu ¢ H. Por
lo tanto, yU N H = (), y tenemos entonces que y ¢ H. Por ello H = H es un subgrupo
de G,. Como para cada subgrupo H de Gy, la cerradura H de H es un subgrupo de G,
concluimos que G4 es un grupo-SP. O






CAPITULO 4
Grupos casi topoldgicos

4.1. Definiciones, notacion y terminologia

El ejemplo clasico de un grupo paratopoldgico que no es grupo topoldgico es la recta de
Sorgenfrey S. El grupo subyacente de S es R, el grupo aditivo de los nimeros reales, y
una base para la topologia de S es la familia de los intervalos semiabiertos [a,b) de R. En
[18] se prueba que S* es un grupo-SP. La propiedad importante de S en la demostracién
de estos hechos es la siguiente: La topologia usual de grupo topoldgico de R es mas débil
que la topologia de S, y para cada abierto basico U = [a,b) de S, el conjunto U \ {a} es
abierto en el grupo topolégico R. Con esta propiedad en mente, definimos la clase de los
grupos casi topologicos.

DEFINICION 4.1.1. Sea (G, T) un grupo paratopoldgico que satisface el axioma de sepa-
racion T1. Decimos que G es un grupo casi topologico si existe una base local B en el
neutro e de G y una topologia v de grupo topolégico en G tales que:

a) yCT,y B
b) para cada U € B, el conjunto U = U \ {e} es abierto en (G,~).

Si G, v, T,y B cumplen con lo establecido en la definiciéon 4.1.1, escribiremos G = (G,y)
y diremos que G es el grupo topoldgico subyacente en G. Diremos también que B es
una base local para e en G compatible con G y que G es un grupo casi topoldogico con
estructura (7,, B).

LEMA 4.1.2. Sea G un grupo casi topoldgico y B una base local del neutro e de G compatible
con G. Entonces

a) Si U € B entonces U™ es un abierto de G, donde U=U\{e}.

b) Para cada subconjunto M C G, la cerradura M de M en G estd contenida en la
cerradura M de M en G.

DEMOSTRACION. ( ) Sea U € B. Por la definicién de grupo casi topolégico, U es
abierto en G. Como G es un grupo topoldgico, U es abierto en G por ser la topologia
de G es més débil que la de G, concluimos que U~ es abierto en G.

(b) Sean M C G, z € M y V una vecindad abierta de x en G. Por estar la topologia

de G contenida en la topologia de G, el conjunto V' es una vecindad abierta de z en G.
Dado que = € M se tiene que VN M # ). Como V era una vecindad arbitraria de z en

A . —a
G, concluimos que r € M . O

17
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La clase de los grupos casi topologicos es cerrada bajo subgrupos.

PROPOSICION 4.1.3. Sea G un grupo casi topoldgico y H un subgrupo de G. Entonces H
es un grupo casi topologico.

DEMOSTRACION. El subgrupo H de G es T} por ser G un grupo 7. Sean G = (G,7)
el grupo topolégico subyacente en G = (G, 7) y B una base local en el neutro e de GG
compatible con G. La familia By = {UNH : U € B} es una base local para e en el grupo
paratopolégico H considerado como subgrupo de G. La familia vy = {VNH :V €~}
es la topologia de grupo topoldgico de H considerado como subgrupo de G. La topologia
vu estd contenida en la topologia 7y = {U N H : U € 7} del grupo paratopoldégico H por
estar v contenida en 7. Dado W € By, existe U € B tal que W = U N H. Tenemos
que el conjunto W = W \e= (UNH)\e=W NH € vy es abierto en H = (H,~g).
Concluimos que H es un grupo casi topoldgico. O

PROPOSICION 4.1.4. Sea G un grupo casi topoldgico con grupo topoldgico subyacente
G, y B una base local en el neutro e de G compatible con G. Entonces el conjunto
B ={UU':U € B} es una base local en e para la topologia de G.

DEMOSTRACION. Si G es discreto entonces G = G es un grupo topoldgico discreto y
no hay nada que probar.

Si G no es discreto, para cada U € B el conjunto UU~L = UU-LUUTUU ! es abierto en G.
Primero probamos que B’ es una base local en e para una topologia de grupo topoldgico

en G:

(a) Sean UU ! y VV ! elementos de B/, con U y V en B. Como B es base local en e para
el grupo casi topoldgico G, existe un elemento W € B tal que W C U NV. Se sigue que
WW-LCUU'NVV~L De la definicién de B’ se tiene que WW =t € B'.

(b) Sean UU' € B, con U € B, y x € UU~'. Como UU* es abierto en G existe una
vecindad simétrica abierta W de e en G tal que zW?2 C UUL. Sea V € B tal que V C W.
Asi 2VV L CaWW=t = 2W?2 CUU!, donde VV~! € B, por la definicién de B'.

(c) Sean UU™' € B, con U € B,y z € G. Como UU™" es abierto en (¢ existe una
vecindad abierta simétrica W de e en G tal que zW2z~1 C UU~!. Sea V € B tal que
V CW. Se tiene que VVt e B,y aVV = la=t CaWW iz~ =aW?22-t CUU.

(d) Sea UU~! € B'. Como UU! es abierto en el grupo topoldgico G’, podemos elegir una
vecindad abierta simétrica W de e en G tal que W* C UU~!. Como la topologia de G
esta contenida en la topologia de G y B es una base local de e en G, existe V € B tal
que V.C W. Entonces VV-'e B y VV-1(VV ) = VvV-lVV-L c WWwww-! =
wicCcuut.

Concluimos que B’ satisface las condiciones de Pontryagin para una base local en e de
una topologia p de grupo topoldgico en G. Como cada elemento de B’ es abierto en G, la
topologia p esta contenida en la topologia v de G. Ahora probamos que la topologia de
G esté contenida en p. Dada una vecindad abierta V' de e en G, sean W una vecindad
abierta simétrica de e en G tal que W2 CVyU € Btal que U C W. Se sigue que
UU-' C W2 C V. Por ser G un espacio homogéneo, concluimos que V es abierto en
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(G,p). De aqui que la topologia de G estd contenida en p. Como se tienen ambas
contenciones, v = p. Esto es, la familia B’ es una base local para ¢ en G. 0

PROPOSICION 4.1.5. Sea G un grupo casi topoldgico no discreto con estructura (7,7, B).
Entonces v es la topologia de grupo topologico mas fuerte contenida en la topologia T de

G.

DEMOSTRACION. Sean ¢ una topologia de grupo topoldgico en el conjunto G' con
o C 7y V una vecindad abierta del neutro e en (G, o). Por ser (G, o) un grupo topolégico,
existe una vecindad abierta simétrica W de e en (G, o) tal que W2CV.Comoo CTyB
es una base local para e en (G, T), existe U € B con U C W. Entonces UU ' C W? C V.
Por la proposicién 4.1.4, B’ = {UU!: U € B} es una base local para e en G = (G,7),
por lo que V es abierto en . Como todas las vecindades abiertas de e en (G, o) forman
una base local para e en (G, o), concluimos que o C . Esto es, la topologia de G = (G,7)
es la topologia mas fuerte de grupo topoldgico contenida en la topologia de G. O

Para cada grupo paratopoldgico (G, 7) existe la topologia més fuerte v de grupo topolégico
en G contenida en 7. El grupo topolégico (G, ) es llamado en [3] reflexion de (G, 7). En
vista de la proposicion 4.1.5, una definicién alternativa de grupo casi topolégico seria:

Un grupo paratopoldgico G es un grupo casi topoldgico si existe una base local B en el
neutro e de G tal que para cada U € B, el conjunto U = U \ {e} es abierto en la reflexién
G de G.

Haciendo uso de la proposicién 4.1.5, podemos probar que la clase de los grupos casi
topoldgicos no es productiva. Sea S la recta de Sorgenfrey.

EJEMPLO 4.1.6. El grupo paratopolégico S* no es un grupo casi topoldgico.

DEMOSTRACION. Supongamos que, contrariamente a la conclusién del ejemplo, S? es
un grupo casi topolégico. Vamos a definir un grupo casi topologico G que nos sera ttil
para probar que el grupo topoldgico subyacente 52 de S2? es (R%,7), el grupo aditivo R?
con su topologia usual. El grupo G sera 1til también para llegar a una contradiccion.

La familia B = {{e} U ((0,a) x (0,a)) : a > 0} de subconjuntos del grupo aditivo R?
satisface las condiciones de Pontryagin para una base local en el neutro e = (0,0) de una
topologfa o de grupo paratopolégico en R?. Sea G = (R?,0). Es claro que v C o, ademds
para cada U = {e} U ((0,a) x (0,a)) € B, el conjunto U = U \ {e} es abierto en (R2,~).
Por lo tanto GG es un grupo casi topolégico con grupo topoldgico subyacente G= (R?%, 7).

Una base local en e para la topologia 7 de S? es el conjunto

B ={[0,a) x [0,a) : a > 0}. Es ficil ver que cada elemento de B es abierto en G, por lo
que la topologia 7 estd contenida en o, y como dado cualquier U € B’, ningin elemento
de B esta contenido en U, tenemos que 7 # o. Es facil verificar que v C 7. Tenemos
entonces que vy C 7 C 0.

Por la proposicién 4.1.5, 7 es la topologia més fuerte de grupo topoldgico en R? contenida
en o, en consecuencia vy también es la topologfa mds fuerte de grupo topoldgico en R?
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contenida en 7. Por ello S? = (R2,7). Sea C una base local en e para S2 compatible
con S2. Para cada a > 0, el conjunto U = [0,a) x [0,a) € B es abierto en S2.
Como C es una base local en e para 52, podemos elegir V.€ C con V. C U. Como
C es compatible con S2, V = V \ {e} es abierto en S? = (R? ). Esto implica que
N (({0} x [0,a)) U ([0,a) x {0})) = {e}, 6 V C {e} U ((0,a) x (0,a)). Entonces cada
vecindad abierta bdsica de e en G es abierta en (S%,7), esto implica que o C 7, una

contradiccién. Concluimos que S? no es un grupo casi topolégico.
O

4.2. Cocientes

LEMA 4.2.1. Supongamos que H es un subgrupo nmo discreto de un grupo casi topoldgico

G. Entonces la cerradura H de H en G coincide con la cerradura He de H en el grupo
topologico G subyacente en G.

DEMOSTRACION Como la topologia de G es més débil que la topologla de G, se sigue

que H C HS. Ahora probaremos que " C H. Sean z € " y U € B, donde B es
una base local del neutro e de GG compatible con G. A continuacién verificaremos que
xUNH # (. Como H no es discreto y e € H, podemos elegir un elemento u € U N H.

-1 -1

El conjunto u[7 1zl es una vecindad de x7" en é y €omo H es subgrupo de é el

elemento ™ ! pertenece a " Entonces WUz ' N H # (), que a su vez implica que
Ulz'NH # (), y entonces () # 2U N H C zU N H. Concluimos que x € H. O

LEMA 4.2.2. 5i N es un subgrupo discreto de un grupo casi topoldgico G entonces existe

una base local B' del neutro e de G compatible con el grupo topoldgico G subyacente en G,
tal que para todo U € B', UN N = {e}.

DEMOSTRACION. Sean B una base local para e en G compatible con G y B =
{UeB:UNN ={e}}. Como N es discreto la familia B’ es no vacfa. Es suficiente
probar que cada elemento U de B existe V € B con V C U. Sea U € B, como N es
discreto y e € N, existe un conjunto abierto W € G tal que W N N = {e}. El conjunto
W N U es una vecindad de e en G. Por ser B una base local para e en G, existe V € B
tal que V.C UNW C U. Claramente V € B'. O

PROPOSICION 4.2.3. Sea G un grupo casi topolégico y N un subgrupo invariante cerrado
de G. Entonces el grupo cociente G/N es un grupo casi topoldgico.

DEMOSTRACION. Sea 7 la topologia del grupo topolégico G subyacente en G y
7m: G — G/N la funcién cociente.

El Grupo G/N es T; por ser N un subgrupo cerrado de G. Si N es un subgrupo discreto,
por el lema 4.2.2 podemos considerar una base local B de e en G compatible con G
tal que para todo U € B, UN N = {e}. Como B es una base local de e en G, la
familia B = {7 (U) : U € B} es una base para la topologia del grupo cociente G/N. La
familia 7 () = {7 (V) : V € v} es una topologia de grupo topoldgico en el conjunto G/N
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contenida en la topologia del grupo cociente G/N. Para todo 7 (U) € B, con U € B, se
tiene que 7 (U) \ {eg/n } = 7(U) pertenece a 7 (7).

Si N no es discreto, se sigue del lema 4.2.1 que N es cerrado en G. Entonces, dada una
base local para e en G compatible con G y cualquier abierto basico U € B, el conjunto
7 (U)\{eg/n } es abierto en el grupo topolégico (G/N, 7 (7)), pues 7+ (7 (U) \ {ea/n}) =
UN\ N =UN\ N es abierto en G. O

Los cocientes de grupos casi topoldgicos no preservan los axiomas de separacion, como se
muestra en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 4.2.4. Eziste un grupo casi topologico G de Hausdorff y un subgrupo cerrado
invariante N de G tal que G/N no es de Hausdorff.

DEMOSTRACION. Consideremos el grupo aditivo G = (R?, 7) donde 7 es la topologia
cuya base local en e = (0,0) es la familia

B={{e}U((0,a) x (0,a)) :a > 0}.

Entonces G es un grupo casi topolégico de Hausdorff cuyo grupo subyacente G es el
grupo aditivo R? con su topologfa usual. El subgrupo N = {(¢, —q) : ¢ € Q} es cerrado y
discreto en G. Afirmacién: El grupo cociente G/N no es de Hausdorff.

Prueba de la afirmacion: Sean t € R\ Q y z = (—t,t). Consideremos el elemento 7 (z)
de G/N, donde 7 : G — G/N es la funcién cociente. Dado cualquier a > 0, consideremos
el elemento U = {e} U ((0,a) x (0,a)) de B. Se tiene que

7U)N(r(z2)7(U)) =7 ({(z,y):x €R, —x <y < —x+a}) # (. De aqui se sigue que
para cualesquiera V, W € B se cumple 7(V) N (7(z)7(W)) # 0. Por lo tanto, G/N no es
de Hausdorff. m

4.3. Los subgrupos de productos son saturados

En cualquier grupo topolégico G, las vecindades abiertas simétricas del neutro e de G
forman una base local. Por esto, todos los grupos topoldgicos son saturados. En esta
seccion demostramos que cualquier subgrupo de un producto de grupos casi topolégicos
es saturado [prop. 4.3.3]. Primero probamos que los grupos casi topoldgicos son saturados.

PROPOSICION 4.3.1. Cualquier grupo casi topoldgico es saturado.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo casi topoldgico con estructura (7,v,B). Si G es
discreto, entonces G es un grupo topoldgico, y por lo tanto es saturado. Supongamos que
G no es discreto. Sea U € B una vecindad bésica del neutro e de G compatible con G.
Claramente U tiene mas de un elemento, de dondelj y U~ no son vacios. Por el lema

4.1.2 (a), U™! es un conjunto abierto en G. Como U~! C U~!, concluimos que int(U~!)
no es vacio. O

PROPOSICION 4.3.2. Cualquier subgrupo de un producto finito de grupos casi topolégicos
es saturado.
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DEMOSTRACION. Sea H un subgrupo no discreto de un producto finito G = [, 4;
de grupos casi topoldgicos con estructuras (7;,v;, B;), parai =1,...,n,y V. = HN[[_, U;
una vecindad abierta bésica del neutro e = (ey,...,e,) en H, con U; € B;. Probaremos

que inty (V') no es vacio.

Para cada x = (z1,...,x,) € V definimos N, como el nimero de coordenadas de = distin-
tas del neutro, esto es, N, = [{i € {1,...,n} 1 2; # ¢;}|, y sea k = mdx {N, : x € V}. Si
k = n, elegimos cualquier x € V con N, = n. Sesigue que z~* € HN[[_, U; ' C V1 por
ello 7! € intygV 1. Supongamos que k < n. Se elige un elemento =z = (xy,...,2,) € V
tal que N, = k. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x; # e; si y sélo si
i < k. Paratodai=1,...,k existe una vecindad abierta simétrica W; de e; en (G,~;) tal
que z;W; C U; y Wiz; € U;. El conjunto O = H ((Hf:1 7 W) < ([T U;)) es una

j=k+1
vecindad abierta de 27! en H.

Afirmacién: O C V1,

Consideremos cualquier elemento y = (] 'wy, . .. ,a:,;lwk,ka, ..y Yn) € O, donde w; €
W; para cada i < k. Como H es un grupo y x;W; C U; para i < k, el elemento
2*y = (zywi,..., Wk, Ypt1s - - -, Yn) DPertenece a V' y N2y = k. Asf y; = e; para
7 = k—+1,...,n. Este hecho junto con la simetria de los conjuntos W, implica que
O~! C V o equivalentemente, O C V. Esto prueba la afirmacién.

Como O es abierto y no es vacio, concluimos que el interior de V= en H no es vacio. [

PROPOSICION 4.3.3. Cualquier subgrupo de un producto arbitrario de grupos casi topold-
gicos es saturado.

DEMOSTRACION. Sea H un subgrupo no discreto de un producto G' = [[,c, Aa de
grupos casi topologicos y V' una vecindad abierta de e en H. Existe una vecindad abierta
basica U = HaeA U, deeen Gtal que UNH C V. Como U es un conjunto abierto en
G, existe un subconjunto finito F' de A tal que U, # A, siy sélosia € F. Si F = 0,
entonces claramente V = H y V~! = H: asi que suponemos que F' # (). La proyeccién
p: G = [[,ecp Aa es un epimorfismo continuo y abierto. Asi p(H) es un subgrupo de
[I,cr Aa. Por la proposicién 4.3.2, p(H) es saturado. Como p(U)Np(H) es una vecindad
abierta del neutro de p(H),

inty(ay (p(U) N p(H)) ™" = intyn (p(U™) N p(H)) # 0.

Elegimos un conjunto abierto W en [[..» As tal que @ = W Np(H) C p(U™) N p(H).

Como p~!p(U~1) = U™!, tenemos que
D#£p ' WnpH)NHCU'NnHCV

De aqui se sigue que intg (V') # 0. Concluimos que H es saturado. O

acl

COROLARIO 4.3.4. Cualquier subgrupo de una potencia arbitraria de la recta de Sorgenfrey
es saturado. OJ
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4.4. Los productos de grupos casi topolégicos son grupos-SP

Dada una familia finita {A4;} , de grupos casi topoldgicos con estructuras (7;,7;, B;),
denotaremos como R a la familia de todas las topologias o en A = [["_, A; de la forma
o=1[",0i cono; € {r;,~}, para cada i < n.

LEMA 4.4.1. Sea H un subgrupo de un producto finito A = [[;_, A; de grupos casi
topolégicos. Para cada i < n, sea (1;,7;, B;) una estructura para A;. Supongamos que
para cada topologia o € R estrictamente mds débil que la topologia de A, la cerradura H’

de H en (A, o) es un subgrupo de A. Entonces la cerradura H de H en A es un subgrupo
de A.

DEMOSTRACION. Claramente el neutro e = (ey,...,e,) de A pertenece a H. Por la
continuidad de la multiplicacién, H - H=H. Para probar que H es un subgrupo de A,
falta probar que H C H ' Seaz = (z1,...,2,) € Hy U =[]}, U; una vecindad abierta
de e en A tal que U; € B; para cada ¢ < n. Definimos V = H?zl V; como sigue: V; = U, si
A; no es grupo topoldgico; en el otro caso V; es una vecindad abierta simétrica de e; tal
que V; CU; y z;Viz; L' C U;. Claramente V es una vecindad abierta de e contenida en U.
Como = € H y 2V es una vecindad de = en A, la interseccién «V N H es no vacia, por
tanto existen v = (vy,...,v,) € V.y h = (hy,..., h,) € H tales que xzv = h. Si v = e,
tenemos que x € H, y como H es un subgrupo, ' € H C H,ox € iz
Siv#e, seaJ={i<n:v #e;}. Consideramos la topologia o = [[\_, 0; en A, definida
como o; = y; sii € Jy o; = 7; en el otro caso. Por la definiciéon, ¢ € R. Supongamos
primero que la topologia o es estrictamente més débil que la topologia de A. Definimos
O =1[,0; con O; = V;\{e;} sii € Jy O; =V en otro caso. Entonces v € Oy
el conjunto Oh~! es una vecindad de 2~ en (A4,0). Como x € H C H', y por nuestra
hipétesis H  es un subgrupo de A, tenemos que 2+ € H . Asi Oh"'NH # 0, y entonces
ONH#0. Asi, e € OH y x7'OH es una vecindad abierta de 27! en (A,0). Como
z~' € H’, tenemos que z 'OH N H # () o equivalentemente, 21O N H # 0. De aqui,

0#4£2"'VNHC2'UNH.
Por ello 27! € H.
Ahora supongamos que la topologia ¢ coincide con la topologia de A. Esto significa

que A; es un grupo topoldgico para cada i € J. Consideramos el elemento h™' =

(o't v tant). Sid ¢ J, entonces byt = x;' € x7'U;. Sii € J, usando la

simetria de V; y el hecho de que z;Viz; L' C U;, tenemos que

hit=v et = o () et € 27U
Por ello h~! € 271U. Como x7*U N H # (), tenemos que z~! € H. Concluimos que H es
un subgrupo de A. O

PROPOSICION 4.4.2. Sea H subgrupo de un grupo casi topoldgico G. Entonces H es
subgrupo de G.

DEMOSTRACION. Esta es la versién del lema 4.4.1 para un solo factor. O

Los lemas 4.4.3 y 4.4.4 que se prueban a continuacion seran usados para demostrar que las
cerraduras de subgrupos de productos finitos de grupos casi topolégicos son subgrupos.
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LEMA 4.4.3. Sea H un subgrupo de G = G X Gy, donde Gy es un grupo casi topoldgico
y Go es un grupo topoldgico. Entonces H es subgrupo de G.

DEMOSTRACION. Para i = 1,2, sea (7;,7;, B;) una estructura para G;, con 75 = 7.
Sea H un subgrupo de GG. Si existe una topologia ¢ € R estrictamente mas débil que
la topologia de G, entonces 0 = y; X T3 es una topologia de grupo topolégico. Como en
grupos topoldgicos las cerraduras de subgrupos son subgrupos, concluimos por el lema
4.4.1 que H es subgrupo de G. |

LEMA 4.4.4. Sea {A;};_, una familia de grupos casi topoldgicos y Ani1 cualquier grupo
n+1

topologico. Entonces el producto G = [, A; es un grupo-SP.

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién sobre n. Para m = 1 el enunciado se
sigue del lema 4.4.3.
Ahora supongamos que la proposicién es vélida para cada entero positivo k& < n. Sea
G = H::ll A;, donde (A, 41, Tne1) s un grupo topoldgico y los demés factores son grupos
casi topoldgicos con estructuras (7;,7;, B;), para ¢ = 1,...,n+ 1, con 7,41 = Ypi1. Sea
T = H:.L:ll 7;. Cualquier topologia o € R estrictamente mas débil que 7 es la topologia
de un producto de menos que n grupos casi topolégicos por un grupo topologico. Por la
hipétesis de induccién, las cerraduras de subgrupos de (G, o) son subgrupos de G, y la
conclusion se sigue del lema 4.4.1. |

Nuevamente el caso de los productos finitos es un paso importante para la prueba del
teorema 4.4.6.

PROPOSICION 4.4.5. Sea {A;}}_, una familia finita de grupos casi topoldgicos. Entonces
el grupo G =T]_, A; es un grupo-SP.

DEMOSTRACION. G es topoldgicamente isomorfo a G x {e}, donde {e} es un grupo
topoldgico consistente en un punto. La conclusion se sigue de la proposicion 4.4.4. O

El siguiente teorema, nuestro resultado principal en esta seccién, es consecuencia de la
proposicion 4.4.5:

TEOREMA 4.4.6. Sea {A;},.; una familia de grupos casi topoldgicos. Entonces el producto
G = [1;e; Ai es un grupo-SP.

DEMOSTRACION. Sea H un subgrupo de G. Sea x € (clgH)™!. Debemos probar que
x € clgH. Sea U = [],.; U; una vecindad abierta bésica de x en G. Supongamos que
U # G. Existe un subconjunto finito F' de I tal que U; = A; para cada i € I\ F. Sea
K = [l,cp Ai y consideremos la proyecciéon p : G — K. Como p es un homomorfismo,
p(H) es un subgrupo de K, y como K es un producto finito de grupos casi topoldgicos,
cli(p(H)) es un subgrupo de K, por la proposicién 4.4.5. El elemento p(z) pertenece a

cli(p(H)), pues
p(z) € p((caH) ™) = p(claH) ™" C cx(p(H)) ™! = clx(p(H)).

Como p es abierta, p(U) € Nk (p(z)), asi p(U) Np(H) # 0. Esto implica que U N H # ().
Por ello z € clg(H). Concluimos que clg(H) es un subgrupo de G. O



4.4. LOS PRODUCTOS DE GRUPOS CASI TOPOLOGICOS SON GRUPOS-SP 25

PROPOSICION 4.4.7. Cualquier subgrupo discreto de un producto de grupos casi topoldgicos
es cerrado.

DEMOSTRACION. Sea G un producto de grupos casi topolégicos y H un subgrupo
discreto de G. Supongamos que la conclusion del corolario es falsa, esto es, que H no
es cerrado. Sea v € H \ H. Elegimos vecindades abiertas U y V de la identidad e
de G tales que UNH = {e} y V2 C U. Como x € H, la vecindad abierta zV de z
contiene un elemento xv € H, para alguna v € V. Por el teorema 4.4.6, la cerradura H
de H en G es subgrupo de G, entonces z~' € H. El grupo G es T} por ser producto de
grupos Ti. Por ser G un grupo T} y v # e, el conjunto Vo= \ {v~'z7!} es una vecindad
abierta de 7! en G. Elegimos v' € V tal que vz € (Vo' \ {v"'2'}) N H. Entonces
Vv e VENH CUNH,yv'v # e. Esta contradiccién completa la demostracion. 0

Del teorema 4.4.6 y adaptando la demostracién del corolario 3.4 en [18], obtenemos lo
que sigue:

COROLARIO 4.4.8. Sea f : G — H un epimorfismo continuo y abierto, donde G es un
producto arbitrario de grupos casi topologicos y H es un grupo semitopolégico. Entonces
H es un grupo paratopoldgico y la cerradura de cualquier subgrupo de H es un subgrupo

de H.

DEMOSTRACION. Por el teorema 4.4.6, la cerradura de cualquier subgrupo de G
es un subgrupo de G. De la proposicién 3.3 de [18] se sigue que la cerradura de
cualquier subgrupo de H es un subgrupo de H. Probaremos ahora que H es un
grupo paratopoldgico. Sea U una vecindad abierta de la identidad ey de H. Entonces
W = f~Y(U) es una vecindad abierta de la identidad e del grupo paratopoldgico G.
Entonces existe una vecindad abierta O de e en G tal que O* C W. Claramente V = f(O)
es una vecindad abierta de la identidad en H, y tenemos que V2 = f(0?) C f(W) = U.
Hemos demostrado que V2 C U, de aqui se sigue que H es un grupo paratopoldgico. [

La proposicion 4.4.2 y el teorema 4.4.6 no pueden extenderse a la clase mas amplia de los
grupos paratopoldgicos saturados, como se muestra en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 4.4.9. FExiste un grupo paratopologico saturado Gy y un subgrupo H de G tal
que cl(H) no es subgrupo de G.
DEMOSTRACION. Sea N7 el conjunto de los enteros no negativos. En el grupo G = Z¥,

la familia V = {{O}k X Nw\k} es una base local en el neutro es para una topologia

de grupo paratopolédgico en G% 1El subconjunto A = {ag + a, : n € N} de G, donde q;
es el punto con la i-ésima coordenada igual a 1 y las otras coordenadas igual a 0, para
i € NU {0}, genera un subgrupo discreto H de G. Se prueba en el ejemplo 1.4.17 de
[3] que clgH no es subgrupo de G. La funcién identidad G — Z*“ es un homomorfismo
continuo de grupos, donde Z es discreto y Z* tiene la topologia producto usual. Entonces
la reflexién de G es de Hausdorff. Por el corolario 3 de [4], G es un subgrupo cerrado de
un grupo paratopoldgico saturado Gy. El conjunto clg, (H) no es subgrupo de Gy. De lo
contrario, como G es cerrado en Gy, clgH = clg, H seria un subgrupo de G. O
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4.5. Propiedades comunes en G y G

En esta seccién probamos, para algunas propiedades P, que un grupo casi topologico G
satisface P si y sélo si el grupo topoldgico subyacente GG también satisface P.

PROPOSICION 4.5.1. Sea G un grupo casi topoldgico con grupo topoldgico subyacente G.
Entonces G es precompacto si y solo si G es precompacto.

DEMOSTRACION. Supongamos que G es precompacto. Como la topologia de G es més
fina que la de G, el grupo G es precompacto. Supongamos ahora que G es precompacto.
Podemos considerar que G no es discreto, pues de lo contrario no habria nada que probar.
Sean B una base local en el neutro e de G que satisface la parte (b) de la definicién 4.1.1
y U € B. Elegimos un elemento arbitrario x € U=U \{e} yseaV = 271U, El conjunto
V' es una vecindad abierta de e en el grupo precompacto G. Sea K un subconjunto finito
de G tal que KV = Gy VK =G. Para el conjunto finito F' = K U Kz~ 1 tenemos que
G=1G=2VK=UKCUF,yG=KV =Kz 2V =Kz U C FU. A51G UFy
G = FU. Concluimos que G es precompacto. O

Diremos que el indice de estrechez izquierdo de un grupo paratopolégico G es menor o
igual que un cardinal infinito m, y escribiremos In;(G) < m, si para cualquier vecindad U
del neutro de G existe un subconjunto 7" de GG, de cardinalidad no mayor que m, tal que
TU = G. El minimo cardinal m > w tal que In;(G) < m es llamado indice de estrechez
izquierdo de G. De manera semejante se define el indice de estrechez derecho In,.(G) de

G. El indice de estrechez In(G) de G se define asi: In(G) = Iny(G) - In,.(G).

PROPOSICION 4.5.2. Cada grupo casi topoldgico G satisface Iny(G) = Iny(G) y In.(G) =
In,.(G), donde G es el grupo topoldgico subyacente en G.

DEMOSTRACION. Si G es discreto, entonces G = G y no hay nada que probar.
Supongamos que G no es discreto. Como la topologia de G es més débil que la topologia
de G, se tiene que In (5) < Iny(G). Consideremos ahora una base local B del neutro e
de G compatible con G, una vecindad arbitraria U deeenGyV €BconV CU. Como
G no es discreto, podemos elegir un elemento v € V. El conjunto v ~1V es una vecindad
abierta de e en G. Por la definicién de indice de estrechez izquierdo existe un subconjunto
T de G con |T| < Iny(G) tal que Tv™'V = G. El conjunto S = Tv~! tiene la misma
cardinalidad que T y se tiene que G = SV C SV C SU, de donde G = SU. Se sigue que
Iny(G) < Iny(G). Concluimos que In;(G) = Iny(G). De manera similar se obtiene que
In(G) = In,(G). O
COROLARIO 4.5.3. Cada grupo casi topolégico G satisface In;(G) = In(G) = In,(G).

DEMOSTRACION. Sea G un grupo casi topolégico con grupo topoldgico subyacente G.
Las vecindades simétricas abiertas del neutro forman una base local de éste en cualquier

grupo topolégico. De aqui se obtiene que In;(G) = In(G) = In,(G). La conclusién se
sigue de la proposicion 4.5.2. 0

La propiedad de Baire se comporta de manera similar a la precompacidad en los grupos
casi topoldgicos:
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PROPOSICIQN 4.5.4. Un grupo casi topologico G es de Baire si y solo si el grupo topoldgico
subyacente G es de Baire.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que G no es discreto.
La propiedad basica que vamos a usar es que los grupos G y G tienen los mismos conjuntos
densos en ninguna parte. En efecto, sean A un conjunto denso en ninguna parte en G
y U un conjunto abierto no vacio en G. Entonces U es abierto en G, existe entonces un
conjunto abierto no vacio V en G tal que V' C U\ A. Tomemos un elemento z € V. Como
el grupo G es casi topoldgico, podemos encontrar una vecindad abierta W del neutro e
en @ tal que W = W\ {e} es abierto en G y W C V. Entonces O = zW es un conjunto
abierto no vacio en G que satisface O C U\ A. Por lo tanto A es denso en ninguna parte
en G.
Reciprocamente, supongamos que B es un conjunto denso en ninguna parte en G y U un
conjunto abierto no vacio en GG. Como en la argumentacion previa, sean x € U y V una
vecindad abierta de e en G tal que 2V C U y el conjunto V =V \ {e} es abierto en G.
Entonces 2V es un Conjunto abierto no vacio en G de tal manera que existe un conjunto
abierto no vacio W en G tal que W C zV \ B. Entonces W es abierto en Gy W C U\ B,
de aqui se sigue que B es denso en ninguna parte en G.
Finalmente, como las familias de conjuntos densos en ninguna parte coinciden en Gy G ,
concluimos que G es de Baire si y solo si G 1o es. ([l

Diremos que una familia U de subconjuntos de un espacio topoldgico X es una familia
celular si sus elementos son ajenos dos a dos. La celularidad ¢(X) de un espacio
topoldgico X es el menor cardinal infinito m tal que cualquier familia celular U de X
tiene cardinalidad menor o igual que m.

La densidad de un espacio topoldgico X es el menor cardinal infinito m tal que X tiene
un subconjunto denso D con |D| < m.

Una m-base en un espacio topoldgico X es una familia V de abiertos no vacios de X tal
que para cada abierto U no vacio de X existe V € V tal que V C U.

El m-peso mw (X)) de un espacio topoldgico X es el menor cardinal infinito m tal que X
tiene una 7-base V con |V| < m.

Dada una base local B compatible con G en el neutro de un grupo casi topolégico no
discreto G, por la definicién de grupo casi topologico, cada elemento U de B contiene al
abierto U no vacfo de G. Esto implica que los conjuntos abiertos no vacios de G forman
una m-base para G. El hecho de que una familia de abiertos de G sea una m-base para G
vuelve inmediata la prueba de la siguiente proposicién.

PROPOSICION 4.5.5. Para cualquier grupo casi topoldgico G no discreto con grupo
topologico subyacente G se cumple lo siguiente:

0) ¢(G) = (@),
b) d(G) = d(C),
c) mw(G) = Tw(G).



28 4. GRUPOS CASI TOPOLOGICOS

DEMOSTRACION. (a) Toda familia celular I de abiertos en G, es también una familia
celular de abiertos en GG. Por lo tanto ¢ (G’) < ¢(@). Como los abiertos no vacios de G
forman una m-base para GG, dada cualquier familia celular ¢/ de abiertos en G, existe una
familia celular U’ en G tal que [U| = [U']. De aqui que ¢(G) < ¢ (G) Concluimos que
(@) = ¢(@Q).

(b) Por ser la topologia de G mas débil que la de G, cualquier conjunto denso D en G es
también denso en G, por lo tanto d(G) < d(G). Cualquier subconjunto denso D en G es
también denso en G, por ser los abiertos no vacés de G una m-base para GG. Por lo tanto

A N

d(G) < d(G). Concluimos que d(G) = d(G).

(c) Dada una m-base V de GG, como los elementos de V no son vacios, para cada elemento
V €V exixte x € V y un abierto basico U € B tal que zU C V. Como G no es
discreto, el conjunto zU es un abierto no vacio en G. Definimos Uy = zU. Se tiene
que el conjunto U = {Uy : V € V} es una n-base para G, con [U| < |V|. Por lo tanto

W (@) < 7w (G). Por otra parte, cualquier m-base para G es una m-base para G, de

donde 7w (G) < Tw <G> O



CAPITULO 5
Grupos tenuemente compactos

5.1. Semirregularizacién

En este trabajo, por espacio reqular entendemos un espacio topologico X tal que para
cada x € X y cada vecindad abierta U de x existe una vecindad abierta V' de x tal que
V C U, o equivalentemente, para cada subconjunto F cerrado de X y = ¢ F, existen
conjuntos abiertos ajenos U y V en X tales que z € U,y F' C V. Un espacio sera llamado
15 si es regular y T7.

Sea X un espacio topolégico y U C X. Decimos que U es un subconjunto abierto regular
de X si U = intU. Un espacio topoldgico es semirreqular si su topologfa tiene una
base de conjuntos regulares. La familia de todos los conjuntos abiertos regulares de X es
base para una topologia p en X mas débil que la topologia de X. Denotamos al espacio
topoldgico (X, p) como rX; en general, el espacio X es llamado la semirregularizacion
de X, pues rX es un espacio semirregular. Para cada grupo paratopolégico G, el espacio
rG es un grupo paratopoldgico regular (ver [14, Proposition 1.5]). Dado que nuestro
interés se centra principalmente en los grupos paratopolédgicos, nos referiremos a rG como
la regularizacion de G.

DEFINICION 5.1.1. Un espacio topolégico X es tenuemente compacto si toda familia
localmente finita de abiertos de X es finita.

Un espacio X es pseudocompacto si es de Tychonoff y cada funcién continua f: X — R
es acotada. En la clase de los espacios de Tychonoff los conceptos de pseudocompacidad
y compacidad tenue coinciden.

El lema 5.1.2 es conocido. Los lemas 5.1.3 y 5.1.4 aparecen en [15].

LEMA 5.1.2. Sea X un espacio topologico. Entonces X es tenuemente compacto si y sélo
si r X es tenuemente compacto.

Sea G un grupo paratopoldgico y N la familia de todas las vecindades abiertas de el
elemento neutro e de G. Entonces el conjunto H = (U NU™') es un subgrupo
invariante de G, es decir, tHz~' = H para cada z € G. Denotemos como Tj (G) al grupo
paratopoldgico cociente G/H y sea m: G — G/H el homomorfismo cociente. Es facil
verificar que U = 7~ !7(U), para cada conjunto abierto U C Gy que el grupo Ty (G) es
un espacio Tp (ver [15, seccion 5)).

LEMA 5.1.3. Un grupo paratopolégico G es tenuemente compacto si y sdlo si Ty (G) es
tenuemente compacto.

LEMA 5.1.4. Para cada grupo paratopoldgico G tenuemente compacto, el grupo To(rG) es
un grupo topologico pseudocompacto.
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LEMA 5.1.5. Sea X un espacio e ix: X — rX la funcion identidad de X sobre la
semirregularizacion de X. Si D es un subespacio denso de un espacio X, entonces rD es
naturalmente homeomorfo al subespacio ix (D) de rX.

DEMOSTRACION. Se sigue de la operacién de semirregularizacién que las familias de
conjuntos abiertos regulares coinciden en X y rX. Como D es denso en X, obtenemos la
conclusion deseada. [

COROLARIO 5.1.6. Un subconjunto denso D de un espacio X es tenuemente compacto
como subespacio de X si y solo si D es tenuemente compacto como subespacio de rX .

LEMA 5.1.7. Sea f: X — Y wuna funcion continua abierta de un espacio X sobre un
espacio Y tenuemente compacto, y supongamos que f’lf(U) = U para cada conjunto
abierto U de X. Entonces X es tenuemente compacto.

DEMOSTRACION. Sea U una familia localmente finita de conjuntos abiertos en X.
Afirmamos que U’ = {f(U) : U € U} es una familia localmente finita de conjuntos
abiertos en Y. En efecto, como f es abierta, U’ es una familia de conjuntos abiertos en
Y. Sea y € Y. Elegimos z € f~!(y) y una vecindad abierta V de x en X que intersecta
s6lo a un nimero finito de elementos de Y. Supongamos que f(V') intersecta a f(U) para
alguna U € U. Entonces VNU = fLf(V)Nn f7Lf(U) # 0. De ahi que la vecindad
abierta f(V) de y intersecta sélo a un nimero finito de elementos de U’. Entonces U’ es
localmente finita, y como Y es tenuemente compacto, U’ es finita. Usando que para cada
conjunto abierto U de X se tiene la igualdad f~!f(U) = U, concluimos que U es finita.
Por lo tanto X es tenuemente compacto. 0

LEMA 5.1.8. Sea f: X — Y wuna funcion continua abierta de un espacio X sobre un
espacio Y tenuemente compacto. Supongamos que f~'f(U) = U para cada conjunto
abierto U de X, y que D es un subespacio denso de X. Entonces la funcion g = flp: D —
f(D) es abierta y g 'g(V) =V para cada conjunto abierto V de D.

DEMOSTRACION. Claramente g es continua. Sea V = U N D un conjunto abierto en
D, con U abierto en X. Entonces g(V) = f(UND) C f(U)Nf(D). Seay € f(U)Nf(D),
elegimos * € f~Y(y) N D. Como f~'f(U) = U, tenemos que f~'(y) C U. Entonces
reUND,yy e f(UND)=g(V). Concluimos que g(V) = f(U) N f(D) es abierto
f(D).
Ahora probamos que g 'g(V) = V para cada conjunto abierto V en D. Sea U un conjunto
abierto en X tal que V = U N D. Entonces g 'g(V) = f1f(V)ND C f7Lf(U)ND =
UND=V. ComoV C g lg(V), concluimos que g 'g(V) = V. O

COROLARIO 5.1.9. Un subconjunto denso D de un grupo paratopoldégico G es tenuemente
compacto si el subespacio w(D) de Ty (G) es tenuemente compacto, donde 7: G — T (G)
es el homomorfismo cociente.

DEMOSTRACION. El homomorfismo 7 es abierto y U = 7~ 'x(U) para cada conjunto
abierto U en (G. La conclusién deseada se sigue de los lemas 5.1.7 y 5.1.8. U

Un subespacio D de un espacio X es Gg-denso en X si su interseccién con cada conjunto-
Gs no vacio en X es distinta del vacio.
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PROPOSICION 5.1.10. Sea G un grupo paratopoldgico tenuemente compacto y D un
subconjunto Gg-denso de G. Entonces D es tenuemente compacto.

DEMOSTRACION. Sabemos que D es tenuemente compacto si y sélo si rD es tenue-
mente compacto. Por el lema 5.1.5, rD es homeomorfo a D considerado como subespacio
de rG. Entonces, por el corolario 5.1.9, D es tenuemente compacto si (D) es un sube-
spacio tenuemente compacto de Ty(rG). Por el lema 5.1.4, Ty (rG) es un grupo topolégico
pseudocompacto, y claramente (D) es un subconjunto Gs-denso de Ty(rG). Por el coro-
lario 6.6.3 en [2], 7(D) es tenuemente compacto. Concluimos que D es tenuemente com-
pacto. [

COROLARIO 5.1.11. Cada subgrupo Gs-denso de un grupo paratopoldogico tenuemente
compacto es tenuemente compacto.

5.2. k-normalidad perfecta

Un conjunto A C X es un conjunto-cero en un espacio X si existe una funcién continua
f: X = Rtal que A= f~(0). Un subconjunto C de un espacio X es cerrado reqular en
XsiC=intC.

DEFINICION 5.2.1. Un espacio X es perfectamente k-normal si cada subconjunto cerrado
reqular de X es un conjunto-cero en X.

Un subespacio A de un espacio X esta z-inmerso en X si cada conjunto-cero en A es la
interseccién de A con un conjunto-cero de X, es decir, B es un conjunto-cero de A si y
sélo si B=ANC, con C' un conjunto-cero de X. En [5], Blair prueba que un espacio X
es perfectamente k-normal si y sélo si cada subconjunto denso de X esté z-inmerso en X.

El siguiente lema se sigue de la definicién de semirregularizacién.
LEMA 5.2.2. Cada subconjunto cerrado regular en un espacio X es cerrado reqular en rX.

LEMA 5.2.3. Sea C' un conjunto cerrado reqular en un grupo paratopologico G. Entonces
7(C) es cerrado regular en TyG, donde w: G — Ty (G) es el homomorfismo cociente.

DEMOSTRACION. Sea C un conjunto regular cerrado en (G. Probamos primero que
C = 7 !'7(C). Es suficiente mostrar que CH C C, donde H es el nucleo de m. Sea
x=ch e CH,conceC,he HyU e N(e). Entonces zU € N(z). Tenemos que
2U = chU € N(c). Como C = int C, tenemos que U Nint C = chU Nint C # (). Asi
z €intC = C. Porello C =r"'n(C).
Usando esta propiedad de 7 y el hecho de que 7 es abierta y continua, concluimos que
7(C') es un conjunto cerrado regular en in Tj (G). O

El siguiente lema es conocido.

LEMA 5.2.4. Cada grupo topologico pseudocompacto es un espacio perfectamente k-
normal.
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DEMOSTRACION. Se sigue del [2, Corolario 5.3.29] que cada grupo topolégico com-
pacto es un espacio perfectamente s-normal. La complecién de Raikov oG de un grupo
topoldgico pseudocompacto G es un grupo topolégico compacto, y por ello es perfecta-
mente x-normal. También lo es G, como subespacio denso de oG. O

TEOREMA 5.2.5. Cada grupo paratopologico tenuemente compacto es perfectamente k-
normal.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo paratopoldgico tenuemente compacto y C un
conjunto regular cerrado en G. Por los lemas 5.1.4, 5.2.2, 523, y 5.2.4, 7(C) es un
conjunto regular cerrado en el grupo topoldgico Ty (G), que es perfectamente k-normal,
donde m: G — ToG es la funcién cociente. Entonces, 7(C') es un conjunto-cero en TyG.
Se sigue que C' = 7 17(C) es un conjunto-cero en G. Concluimos que G is perfectamente
k-normal. 0

PROPOSICION 5.2.6. Supongamos que cada subgrupo ciclico de un grupo paratopoldgico
tenuemente compacto G de Hausdorff es precompacto. Entonces G es un grupo topoldgico.

DEMOSTRACION. Probamos primero que G es topolégicamente periédico. Supong-
amos que x € Gy U es una vecindad abierta del neutro e en G. Si x tiene orden finito no
hay nada que probar. Podemos suponer que el subgrupo ciclico H = (z) de G es infinito.
Como H es precompacto, existe un subconjunto finito ' de H tal que H = F' -V, donde
V =UNH. Como F es finito, existe un conjunto finito C' C Z tal que F' = {z" : n € C'}.
Sea k € N tal que k > n para cada n € C. Por la igualdad H = F -V, existen n € C'y
m € Z tales que ¥ = x"2™. Entonces k = n+m, y de k > n se sigue que m = k—n > 0.
De aqui 2™ € V C U y el grupo G es topologicamente periddico.

Finalmente, por la proposicién 5 en [15], cada grupo paratopolégico tenuemente compacto
topoldgicamente periddico es un grupo topologico. Il



CAPITULO 6
Otro resultado

6.1. Introduccién

En la seccién 6.2 consideramos subconjuntos compactos de grupos paratopoldgicos y la
accion de automorfismos internos sobre vecindades abiertas del neutro. Es sabido que
para un subconjunto compacto (incluso precompacto) B de un grupo topolégico G, y una
vecindad arbitraria U del neutro e de G, existe una vecindad V de e tal que bVb~ ! C U,
para cada b € B [2, lema 3.7.7], . En el ejemplo 6.2.1 probamos que este hecho no es
valido en la clase de los grupos paratopologicos de Hausdorft.

Recordemos que un grupo topoldgico (G, ) es la reflexién del grupo paratopoldgico (G, 7)
si v es la mayor topologia de grupo topoldgico en G contenida en 7.

6.2. Ejemplo

EJEMPLO 6.2.1. Existe un grupo paratopologico saturado H de Hausdorff, un subconjunto
compacto B de H, y una vecindad U del neutro e de H tal que ninguna vecindad V de e
satisface b=*Vb C U, para cada b € B.

DEMOSTRACION. Sea G = F'@) la suma directa de w copias del grupo libre F' de dos
generadores, x e y, y S el minimo subsemigrupo de F' que contiene al conjunto {1, z,y},
donde 1 es el neutro de F'.

Continuamos como en la proposicién 6 de [3]. Para cada n € w, sea U, el conjunto de
los elementos z de G tales que z(k) = 1, para cada k < n, y z(k) € S, para cada k > n.
La familia N' = {U, : n € w} satisface las condiciones de Pontryagin para una base de
vecindades de la identidad e; de G para una topologia de grupo paratopoldgico 7 es G
(ver la proposicién 2.1 de [17]). Es fécil verificar que la topologia 7 en G es de Hausdorff;
en efecto, sean z # e un elemento de Gy k = min{n € w: z(n) # 1}. Los conjuntos
22Uy y Uy son vecindades abiertas disjuntas de z y eq, respectivamente. Entonces G es
Hausdorff y la proposicién 6 de [3] implica que la reflexién de G es de Hausdorff.

Para cada n € w, sea b, el elemento de G definido por b,(n) = =, y b,(k) = 1 si k # n.
Sean B' = {b, : n € w}, y B = B'"U{eg}. Cada elemento de N contiene a todos los
elementos de B, salvo un nimero finito. Entonces B es un subconjunto compacto de G.
Sea n € w, y consideremos al elemento z € U,, definido asi: z(n +1) =y y z(k) = 1 para
cada k # n+ 1. Tenemos que t = b, },zb,1 & Uy, ya que t(n+ 1) = z7lyz ¢ S. El
elemento n € w era arbitrario, entonces no existe ninguna vecindad V' de eg en G tal que
b='Vb C U, para cada b € B.

Como G tiene reflexién de Hausdorff, [4, corolario 3] implica que el grupo G puede
ser sumergido como subgrupo en un grupo paratopologico saturado H de Hausdorff.
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Supongamos que la conclusién del ejemplo no se cumple. Elegimos una vecindad U del
neutro e en H tal que U NG = U,. Entonces para alguna vecindad abierta V de e,
b='Vb C U, para cada b € B. Sea Vy = V N G. Claramente B y V; son subconjuntos de
G y se sigue que b"'Vyb C U NG = Uy, para cada b € B, lo cual es una contradiccion.
Esto prueba que no existen vecindades abiertas V' de e in H tales que b='Vb C U para
cada b € B. O

No queda claro que se pueda refinar el ejemplo 6.2.1 eligiendo al grupo H precompacto.
Noétese que cada grupo paratopolégico precompacto es saturado [13].



CAPITULO 7
Conclusiones y perspectivas

7.1. Conclusiones

En este trabajo hemos presentado algunos resultados y contraecjemplos que contribuyen
a la teoria de los grupos paratopoldgicos, que ha comenzado a desarrollarse con mayor
rapidez en la ultima década.

Se ha presentado la definicion de la clase de los grupos-SP, que contribuye al estudio de
las cerraduras de subgrupos en los grupos paratopolégicos.

Hasta donde el autor sabe, todos los ejemplos de construcciones de grupos paratopolégicos
que no sean grupos-S P previos a este trabajo, fueron obtenidos al refinar la topologia de
un grupo topoldgico G declarando abierto a un subsemigrupo de GG. Hemos verificado que
el ejemplo 3.4.1, desarrollado por Ravsky [15] con otros fines, no es de este tipo.

Se han definido también los grupos casi topolégicos, que forman una clase no productiva,
cerrada bajo cocientes y bajo subgrupos. Se ha probado que los productos arbitrarios
de los grupos casi topoldgicos son grupos-SP. También se ha probado que cualquier
subgrupo de un producto arbitrario de grupos casi topolégicos es saturado.

Hemos presentado un ejemplo para probar que los grupos saturados no son necesariamente
grupos-SP.

En la clase de los grupos paratopoldgicos tenuemente compactos hemos probado que
cualquier subespacio GGs-denso de un grupo paratopolédgico tenuemente compacto es tenue-
mente compacto, en particular los subgrupos Gs-densos de los grupos paratopoldgicos
tenuemente compactos son tenuemente compactos. Hemos probado también que los gru-
pos paratopoldgicos tenuemente compactos son perfectamente k-normales, y que si cada
subgrupo ciclico de un grupo paratopoldgico tenuemente compacto G de Hausdorff es
precompacto, entonces GG es un grupo topoldgico.

Finalmente en el capitulo 6 mostramos con un ejemplo que un lema que se usa en grupos
topolégicos para probar que todo grupo topoldgico precompacto es balanceado no se
generaliza a los grupos paratopolégicos.

7.2. Perspectivas

Dentro de nuestro trabajo en el doctorado un buen ntimero de preguntas quedaron por
responder. Por ejemplo:

PREGUNTA 7.2.1. ;Es verdadera la igualdad x(G) = nx(G) = mx(G) = x(G) en grupos
casi topoldgicos?
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Una clase C de grupos paratopoldgicos satisface la propiedad de tres espacios si para todo
grupo paratopologico GG y para todo subgrupo invariante cerrado N de G se cumple lo
sguiente: Si N y el grupo cociente G/N estédn en C entonces G estd en C.

PREGUNTA 7.2.2. sLa clase de los grupos casi topologicos satisface la propiedad de tres
espacios?

En el capitulo 6 mostramos que el lema 2.0.1 no se puede generalizar a los grupos
paratopologicos.

PREGUNTA 7.2.3. Si G es un grupo paratopologico precompacto, B es un subconjunto
precompacto de G y U es una vecindad del neutro de G, sexiste una vecindad V del
neutro de G tal que para todo b € B se cumple bVb=t C U ?



Sumario de definiciones

En esta seccion concentramos las definiciones principales para su rapida localizacion.

Celularidad. La celularidad ¢(X) de un espacio topolégico X es el minimo cardinal
m > w tal que toda familia celular & de abiertos de X tiene cardinalidad menor o igual
que m.

Condensacién. Cualquier funciéon f : X — Y biyectiva y continua con X, Y espacios
topoldgicos es llamada condensacion.

Conjunto abierto regular. Un subconjunto U de un espacio topolégico X es abierto
reqular si U = intU.

Conjunto cero. Un conjunto A C X es un conjunto-cero en un espacio X si existe una
funcién continua f: X — R tal que A = f~(0).

Conjunto cerrado regular. Un subconjunto C' de un espacio topolégico X es cerrado
reqular si C' = intC'.

Conjunto independiente. Un subconjunto no vacio K de un grupo aditivo abeliano G
con neutro 0 es independiente si para cualquier combinacion lineal nik; + -+ 4+ n,k, =0
se tiene n1k; = --- = n,k, =0, donde nq,...,n, son enteros y ki,..., k. € K.

Conjunto Gs-denso. Un conjunto A de un espacio topolégico X es Gs-denso en X si la
interseccién de cualquier conjunto G no vacio de X con A es distinta del vacio.

Densidad. La densidad d(X) de un espacio X es el minimo cardinal m > w tal que X
tiene un subconjunto denso de cardinalidad menor o igual que m

Espacio de Baire. Un espacio topolégico X es de Baire si la interseccion de cada familia
numerable de abiertos densos en X es densa en X.

Espacio homogéneo. Un espacio topoldgico X es homogéneo si para cualquier par de
puntos z, y de X existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(z) = y.

Espacio perfectamente r-normal. Un espacio X es perfectamente k-normal si cada
subconjunto cerrado regular de X es un conjunto-cero en X.

Espacio primero numerable. Un espacio topoldgico es primero numerable si cada
punto del espacio tiene una base local numerable.

Espacio pseudocompacto. Un espacio X es pseudocompacto si es de Tychonoff y cada
funcion continua f : X — R es acotada.
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Espacio regular. Un espacio topologico X es regular si para cada cerrado F' de X y
x € X \ F existen abiertos ajenos Uy V en X talesquex € Uy F C V.

Espacio semirregular. Un espacio topologico X es semirregular si los conjuntos abiertos
regulares de X forman una base para la topologia de X.

Espacio tenuemente compacto. Un espacio topoldgico es tenuemente compacto si
cada familia localmente finita de conjuntos abiertos de X es finita.

Familia celular. Una familia &/ de subconjuntos de un espacio topoldogico X es una
familia celular si sus elementos son ajenos dos a dos.

Grupo casi topolégico. Un grupo paratopolégico (G, 7) es un grupo casi topoldgico si
existe una base local en el neutro e de G y una topologia v de grupo topoldgico en G tales
que:

a)yCT,y N
b) para cada U € B, el conjunto U = U \ {e} es abierto en (G, 7).

Grupo precompacto. Un grupo semitopologico G es precompacto si es a la vez
precompacto izquierdo y derecho.

Grupo precompacto izquierdo (derecho). Un grupo topoldgico izquierdo (derecho)
G es precompacto izquierdo (derecho) si para cada vecindad abierta U del neutro de G
existe un subconjunto finito F' de G tal que FU = G (UF = G). Un grupo semitopolégico
G es precompacto si es a la vez precompacto izquierdo y derecho.

Grupo semitopoloégico. Un grupo con una topologia es un grupo semitopologico si es
topoldgico izquierdo y derecho.

Grupo saturado. Un grupo paratopoldgico G es saturado si para cada vecindad abierta
U del neutro de G el conjunto int(U~') es no vacio.

Grupo-SP. Un grupo paratopolégico G es un grupo-SP si la cerradura de cada subgrupo
de G es un subgrupo de G.

Grupo topolégico izquierdo (derecho). Un grupo con una topologia es topoldgico
izquierdo (derecho) si todas las traslaciones izquierdas (derechas) son continuas en G.

Grupo topolégicamente periédico. Un grupo G con una topologia es topoldgicamente
periodico si para cada x € GG y cada vecindad U del neutro de GG existe n € N tal que
2" eU.

Indice de estrechez derecho. El indice de estrechez derecho In, (G) de un grupo
paratopoldgico G es el minimo cardinal infinito m tal que para toda vecindad abierta U
del neutro de GG existe un subconjunto 7" de G, con |T'| < m, tal que UT = G.

Indice de estrechez izquierdo. El indice de estrechez izquierdo In; (G) de un grupo
paratopolégico G es el minimo cardinal infinito m tal que para toda vecindad abierta U
del neutro de G existe un subconjunto 7" de G, con |T'| < m, tal que TU = G.
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Indice de estrechez. El indice de estrechez In(G) de un grupo paratopolégico G es
el producto de los indices de estrechez derecho e izquierdo de G. Esto es, In(G) =

In, (G) - In; (G)

m-base. Una m-base para un espacio X es una familia } de conjuntos abiertos no vacios
de X tal que cada abierto no vacio U de X contiene al menos a un elemento de V.

m-peso. El m-peso mw (X) de un espacio X es el minimo cardinal infinito m tal que X
tiene una m-base de cardinalidad menor o igual que m.

Reflexion. La reflexion de un grupo paratopoldgico (G, T) es el grupo topoldgico (G, o),
donde o es la méaxima topologia de grupo topoldgico en G mas débil que 7.

Subespacio z-inmerso. Un subespacio A de un espacio X esta z-inmerso en X si cada
conjunto-cero en A es la intersecciéon de A con un conjunto-cero de X, es decir, B es un
conjunto-cero de A si y sélo si B=ANC, con C' un conjunto-cero de X.

Subsemigrupo. Un subconjunto no vacio S de un grupo G es un subsemigrupo de GG si
para todo par de elementos x,y € S se tiene que zy € S.

Subgrupo invariante. Un subgrupo N de un grupo G con una topologia es llamado
invariante si para todo elemento x € G se tiene 2 'Nz = N. Es decir, los subgrupos
invariantes son los que en el algebra se conocen como subgrupos normales.

Traslaciones. Si G es un grupo con una topologia v g € G entonces las funciones
N:G=>G: ) (x) =gz ypy: G— G:p,(x) =g son llamadas traslacion izquierda y
traslacion derecha de G por g, respectivamente.
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